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Einleitung

Agyptische Briiche oder Stammbriiche sind Briiche der Form %, n € N. Sie
haben ihren Namen von den Agyptern des Altertums, die eigenartigerweise
mit Ausnahme des Bruches % nur solche Stammbriiche kannten. Wahrschein-
lich, weil sie die Briiche % als n-te Teile der Einheit empfanden. Fiir sie war 1
natiirlich kein Stammbruch, sondern eine Zahl. In dieser Arbeit, wie in den
meisten neueren Arbeiten zu diesem Thema, sei auch % als Stammbruch
bezeichnet.

Wie in Kapitel 1 meiner Arbeit mit Hilfe eines Algorithmus, den Leonardo
von Pisa (Fibonacci) schon 1202 fand [Pi1,1202], bewiesen wird, 148t sich jede
rationale Zahl als endliche Summe von dgyptischen Briichen darstellen. Die
Stammbruchdarstellung der Agypter ist also unserer modernen Darstellung
der rationalen Zahlen ebenbiirtig, die Agypter konnten alle Grundrechen-
arten mit ihren Briichen durchfithren. Die Addition von Stammbriichen ist
einfach, z. B. (3 + %)+ (3 +3) = 3 + ¢ + 5, weitere Umformungen sind hier
nicht notwendig. Dagegen ist die Darstellung der rationalen Zahlen nicht
eindeutig, daf % + % + % = % + % = 1, ist nicht auf den ersten Blick sichtbar.
Auch die Multipikation ist nicht so leicht.

Die Agypter lieBen in ihren Summen von Stammbriichen nur paarweise ver-
schiedene Briiche zu. Daf sich jede rationale Zahl auch als endliche Summe
verschiedener Stammbriiche darstellen 148t, wird ebenfalls in Kapitel 1 dieser
Arbeit gezeigt. Um die Summe zweier gleicher Briiche als Summe verschie-
dener Briiche darzustellen, benutzten die Agypter Tabellen, zum Beispiel
die 2/n-Tabelle im Papyrus Rhind (vermutlich aus dem Jahr 1565 v. Chr),
die eine Zerlegung der Briiche %, 5 < n < 101, mit ungeradem n in Summen
von 2 bis 4 verschiedenen Stammbriichen angibt.

Nach welchem Algorithmus die Agypter diese Zerlegungen fanden, bzw. ob
dieser Tabelle iiberhaupt ein einheitlicher Algorithmus zugrunde liegt, ist
nicht bekannt (siehe dazu den bibliographischen Hinweis am Anfang des
Literaturverzeichnisses).

Die Griechen und Araber iibernahmen das Rechnen mit Stammbriichen von
den Agyptern. Fibonacci hat das Rechnen mit ihnen durch seine arabischen
Lehrer kennengelernt und sich ausfithrlich damit beschéftigt. Unabhéngig
davon wurde Fibonaccis Algorithmus um 1880 von Sylvester [Sy,1880] wie-
derentdeckt. Gegen Ende des 19. und zu Beginn des 20. Jahrhunderts un-
tersuchten einige Mathematiker den Zusammenhang zwischen den Stamm-
briichen und aufsteigenden Kettenbriichen (z. B. [Bor,32al), worauf ich in
dieser Arbeit nicht weiter eingehen werde. Auflerdem beschiftigten sich mit



der sogenannten optischen Gleichung % = % + a1—2, ihren Anwendungen und
ihrer Verallgemeinerung auf beliebig viele Summanden a% insbesondere ita-
lienische Mathematiker zu Beginn unseres Jahrhunderts (siehe auch [Di,20]).
Die Fragen, die die optische Gleichung selbst betreffen, sind weitestgehend
gelost, dariiber werde ich in Kapitel 2 nidheres berichten.

Erdés und Sierpinski vermuteten in den 50iger Jahren unseres Jahrhun-
derts (z.B.[Si,56]), daB 2 = 1 4 % +1bzw. 2 =14 i + 1 fiir beliebige
n > 1, x,y,z, € N moglich ist. Bis heute gibt es dafiir keine Beweise. Dies
ist wohl das bekannteste ungeléste Problem im Zusammenhang mit dgypti-
schen Briichen. Am Ende von Kapitel 1 dieser Arbeit befinden sich Tabellen,
die die wesentlichen Forschungsergebnisse zu diesen und &hnlichen bisher un-
bewiesenen Vermutungen chronologisch darstellen. In Kapitel 4 und 5 werde
ich auf einige dieser Probleme naher eingehen.

Erdos untersuchte in den folgenden Jahren hiufig Probleme im Zusammen-
hang mit der Darstellung der 1 als Summe von Stammbriichen [ErGr,80],
welche ich in Kapitel 1 erwdhnen werde. In den letzten Jahren wurden
hauptsédchlich Abschétzungen zur Korrektheit von Verallgemeinerungen der
Vermutungen von Erdés und Sierpinski verdffentlicht. Gute Ergebnisse dazu
lieferten [Va,70], [Vi,73] und [HoSt,85]. Die Resultate chinesische Mathema-
tiker ([Li,82], [Yan,82] u.a.) waren zunéchst schlechter als die der vorher
genannten, [Sh,86] konnte jedoch mit einer dhnlichen Methode wie [Vi,73]
dessen Ergebnis verbessern. Neueste Abschétzungen zur Gréfle von Nennern
und der Lange von Darstellungen lieferten Yokota ([Y0,82] bis [Y0,90]) und
[TeY0,90]. Néheres dariiber folgt ebenfalls in Kapitel 1.

Meine Arbeit gliedert sich in 5 Kapitel. Im ersten werde ich die wichtig-
sten grundlegenden Ergebnisse und ungelésten Probleme iiber Stammbriiche
zusammenstellen. Besonders ausfiihrlich werde ich dabei auf die Darstel-
lung der 1 als Summe von Stammbriichen eingehen. Dieses Kapitel enthélt
als eigene Ergebnisse unter anderem einen Algorithmus (die 2/n-Splitting-
Methode) zur Zerlegung eines Bruches < 1 in Stammbriiche und den Beweis,
dafl jeder Bruch < 1, der als Summe von s beliebigen positiven Stamm-
briichen dargestellt werden kann, auch als Summe s verschiedener Stamm-
briiche darstellbar ist. Formeln zur Zerlegung in Stammbriiche enthalten
zumeist viele Variablen. Ich habe mich bemiiht, durch eine einpréigsame
und einheitliche Benennung die Formeln iibersichtlich zu halten. Notation
und Abkiirzungsschreibweisen werden auch im ersten Kapitel vorgestellt.

Im zweiten Kapitel wird eine Formel fiir die Zerlegung eines Bruches in 3
Stammbriiche hergeleitet. Sie bildet den Kern vieler folgender Uberlegungen.



Daher beginne ich mit ihr den eigentlichen Hauptteil der Arbeit. Die Formel
ist in der allgemeinen Form nicht praktisch anwendbar, deswegen findet man
sie wohl auch nicht so in der Literatur. Aber sie bietet den Vorteil, dall man
viele Spezialfille leicht ableiten kann. Daher benétige ich dann insbesondere
im Kapitel 4, das ndher auf die Zerlegung in 3 Stammbriiche eingeht, keine
langwierigen Beweise mehr, um Spezialfille zu erhalten.

Im dritten Kapitel beschéftige ich mich mit der Zerlegung in zwei Stamm-
briiche, also mit der sogenannten optischen Gleichung. Die meisten Ergeb-
nisse dieses Kapitels findet man bereits in der Literatur. Ich leite drei Kri-
terien fiir die Zerlegbarkeit eines Bruches in Stammbriiche her, wobei das
zweite Kriterium nicht in der verfiigbaren Literatur zu finden ist. Mit den-
selben Uberlegungen wie in Kapitel 2 erhilt man das erste Kriterium. Das
zweite Kriterium ermoglicht die Angabe aller Darstellungen eines Bruches
als Summe zweier dgyptischer Briiche und liefert eine Aussage iiber die An-
zahl der Darstellungen. Zum Schluf} dieses Kapitels findet man Beispiele, die
einen Vergleich der drei Kriterien erlauben, und auflerdem einen Ausblick
auf praktische Anwendung der optischen Gleichung und auf ihre Verallge-
meinerungen.

Im vierten Kapitel wird wieder die Darstellung eines Bruches als Summe
dreier Stammbriiche behandelt. Es werden aus der in Kapitel 2 hergeleiteten
Formel Aussagen iiber Spezialfille gewonnen. Insbesondere wird dabei auf
Briiche mit Primzahlnenner eingegangen. Es werden Restklassen abhéingig
von einem festen Zihler bestimmt, deren Elemente als Nenner stets darstell-
bare Briiche liefern. Als Beispiel werden die Zahler 4 und 5 betrachtet.

Im letzten Kapitel schliellich werden die Ergebnisse aus einem Computer-
programm zur Bestimmung der Werte )\, zusammengestellt. Man vermutet,
daf es fiir jeden festen Zéhler m eine Zahl )\, gibt, so das fiir alle Nenner, die
grofler als A, sind, der Bruch als Summe dreier d4gyptischer Briiche darstell-
bar ist. Mein Programm bestimmt untere Schranken fiir diese A,,,-Werte fiir
einige Zéahler m. Dazu wird die Darstellbarkeit fiir Briiche mit diesen Zahlern
und Nennern bis zu 10 000 gepriift. Der Algorithmus des Programms wird
ausfiihrlich beschrieben.

Den Schluf} dieser Arbeit bildet ein umfangreiches Literaturverzeichnis, das
die in der Arbeit zitierten Titel enthélt und zusétzlich noch einige weitere,
die in engem Zusammenhang mit den Themen dieser Arbeit stehen oder
weiterfithrende Fragen behandeln.



1 Allgemeine Aussagen

In diesem Kapitel werde ich einige grundlegende Aussagen iiber dgyptische
Briiche zusammenstellen, auflerdem werden Bezeichnungen festgelegt, die in
der gesamten Arbeit gelten sollen.

1.1 Festlegungen

Alle Variablen, die mit kleinen deutschen oder griechischen Buchstaben be-
zeichnet werden, seien bis auf wenige Ausnahmen, auf die ich dann besonders
hinweisen werde, natiirliche Zahlen, grofler als Null.

(ai1,...,as) sei der grofite gemeinsame Teiler von aq, ..., as.

Der Bruch m/n sei vollstindig gekiirzt.

Die Stammbriiche einer Zerlegung werden in dieser Arbeit meistens mit
L ,i bezeichnet, also

a’...

wobei sie oft geordnet sind a1 < -+ < ag,.

1.2 Existenz von Darstellungen fiir m/n

Zunichst wird gezeigt, dafl alle rationalen Zahlen auf unendlich viele ver-
schiedene Weisen als endliche Summen verschiedener &dgyptischer Briiche
darstellbar sind.

Satz 1 Jede rationale Zahl 7', 0 < m < n, ist als Summe von mazimal m
verschiedenen Stammbriichen darstellbar.

Beweis: Der Standardbeweis dieses Satzes (z. B. [Si,56], [Sal,47]) erfolgt mit
dem Fibonacci- Sylvester-Algorithmus, welcher lautet:

Subtrahiere von einem Bruch den groftmoglichen Stammbruch,
d.h. den mit dem kleinsten Nenner, so dal die Differenz grofier
oder gleich Null ist. Ist die Differenz grofler als Null, so wieder-
hole das Verfahren mit dem Differenzbruch.

Sein=mt; —ry,0<ry <m, dann ist laut Algorithmus zunéichst 2 — %

n
zu bilden, denn fiir beliebiges a; gilt

m 1 mty —r
- > 0e=a>——1

1
S EE—— =t —— = a1 > t.
miti — 1 al m



Wegen ri < m ist a1 = t; die kleinstmogliche Wahl.
Im ersten Schritt erhilt man somit

m 1 m I mtr—mbi+rm _ n

n tl N mt1 — T tl N nt1 N nt1

und im i-ten Schritt entsprechend

m_ 1 1.1 ri
n ot to ti tito-----tin
mit nty -t = i1 — ri, 0 <r; <rj_q.
Da die r; streng monoton fallen und da r;1 < m, terminiert der Algo-
rithmus nach maximal m Schritten. Aus nty---t; = t;41r; — ri4q folgt

nty---t; < tipiry < tipin, also t1---t; < t;41, deshalb sind alle Stamm-
briiche 1/t1,...,1/tiy1 , die der Algorithmus liefert, verschieden. <&

Dieser Algorithmus wurde schon im Jahr 1202 von Leonardo von Pisa (Fibo-
nacci) [Pi,1202] in seinem Liber abaci beschrieben, von Sylvester [Sy,1880]
wurde er 1880 wiederentdeckt. Solch ein Algorithmus, der in jedem Schritt
einen maximalen Wert wahlt, heiflit auch Greedy-Algorithmus bzw. gieri-
ger Algorithmus. Ich werde ihn in Abschnitt 1.6. mit anderen Algorithmen
vergleichen.

Dafl der Fibonacci-Sylvester-Algorithmus terminiert, ist nicht selbstver-
stdndlich. Falls man fiir n und die ¢; nur ungerade Zahlen zulafit, ist nicht
bekannt, ob er stets abbricht [ErGr,80]. (Jedoch 148t sich jeder Bruch mit
ungeradem Nenner als endliche Summe verschiedener Stammbriiche mit un-
geraden Nennern darstellen, wie zum Beispiel [Br,54], [Ste,54], [AlLi,63] und
[Gr,64] zeigen.) AuBlerdem kann man eine Menge M so definieren, daf al-
le positiven rationalen Zahlen auf unendlich viele verschiedene Arten als
Summen Y7, t—li, t; € M dargestellt werden konnen, aber die Menge der
rationalen Zahlen, fiir die der Fibonacci-Sylvester-Algorithmus nicht termi-
niert, falls alle Nenner aus M sind, dicht in R" ist (siehe [ErGr,80]).

Auch rationale Zahlen > 1 lassen sich als Summe von Stammbriichen dar-
stellen.

Satz 2 Jede rationale Zahl % > 0 ist als Summe endlich vieler verschiede-
ner Stammbriiche darstellbar.

Beweis: Die harmonische Reihe } %, % ist divergent. Man findet daher ein
ml

! . .
s, so daf§ 7 = T — le% < 34%1 Wegen 7 < 1 ist dieser Bruch nach

7



Satz 1 als endliche Summe verschiedener Stammbriiche mit Zahler > s + 1
darstellbar. Alle Stammbriiche dieser Darstellung von 7 sind offensichtlich
verschieden. &

Da die harmonische Reihe sehr langsam divergiert, benotigt man jedoch laut
[Si,56] schon fiir die Darstellung von 1% mehr als 12 365 Briiche!

Die Darstellung eines Bruches als Summe von Stammbriichen ist nicht ein-
deutig.

Satz 3 Jede rationale Zahl 7: > 0 besitzt unendlich viele paarweise ver-
schiedene endliche Zerlegungen in Summen von dgyptischen Briichen.

Beweis: Aus einer Zerlegung gewinnt man eine neue dadurch, dafl man einen
Stammbruch mithilfe der Identitét

1 1 1

F okl RGD) (1)

durch zwei Stammbriiche ersetzt. <

Fiir jedes feste s gibt es allerdings nur endlich viele verschiedene Zerlegungen
eines Bruches 7 in 7 = % +- 4 i, denn falls a; < --- < ag, so kann man
fiir jedes a; die Schranke

1 s—i1+1
m_ 1 _ .. _ 1 Saism_L_..._ 1
n al a;—1 n al a;—1

angeben. Die Abschitzung nach oben entsteht dabei aus der Uberlegung,
daB a; dann maximal wire, wenn a; = a;4+1 = --- = a5 angenommen werden
konnen, dann gilt

m 1 1 .
— =+ +(s—i+l)— =
n al a;—1 7
1 1
l_%_a ____ a5—1
a; s—1+1

1.3 Darstellung mit verschiedenen Nennern

Aus Gleichung (1) kann man einen Algorithmus, der nach [Ste,64] und [B1,68]
m

Splitting-Methode genannt wird, ableiten. Man zerlegt “* in m Briiche %,
m — 1 davon verwandelt man mit Hilfe von (1). Von den je m — 1 gleichen



Briichen, die man dabei erhélt, verwandelt man wieder m — 2 mit Hilfe von
(1) und so fort. Zum Beispiel:
syttt b
7T 7 7 8 56 8 56 7 8 56 9 72 57 3192
Erst 1977 gelang es [Cam,77] zu zeigen, dafl dieser Algorithmus abbricht.
Einen besseren Algorithmus, der statt (1) folgende Gleichung (2) zugrunde
legt, habe ich daraus entwickelt

1 4, 1 _ 1 _
5 §+1+(§+1)§_§ falls £k = 0 mod 2
k- (2)
kL—H + k1+1 falls k =1 mod 2
M k(M)

Man zerlegt wie in der Splitting-Methode 7 in m-mal % Nun verwandelt

man stets mit (2) je zwei gleiche Briiche in zwei verschiedene, falls k ungerade
ist, bzw. in einen Bruch, falls k& gerade ist. Allerdings ist der Algorithmus
so nur fiir 7t < 1 anwendbar, da (2) 1 = 2 + 3 liefert. Ich werde dies die
2/n-Splitting-Methode nennen. (Gleichung (2) findet man zum Beispiel in
[Je,83].)

Ein Vorteil gegeniiber der Splitting-Methode besteht darin, daf sich die An-
zahl der zur Zerlegung benétigten Stammbriiche nicht erhéht. Zum Beispiel:

3 1 1 1 1 1 1

AR R T
Falls dieser Algorithmus terminiert, so 1aft sich jeder mit s beliebigen
Stammbriichen darstellbare Bruch auch mit s verschiedenen Stammbriichen
darstellen. Bevor ich dies ndher untersuche, werde ich einige abkiirzende
Bezeichnungen einfiihren.

Definition 1 Mit

1 1
Zy = {% \/ m::I:_:|:...:|:_}

n
at,...,as€EN

M:z{%: \/ @=i+m+i} (3)

ai,...,as €N n a1 s
m m 1 1

Vs = — \/ — =4+ —a <ay<---<ag
n at,...,as€EN n a1 s



werden die Mengen von Brichen bezeichnet, die jeweils in Summen von
s beliebigen, positiven oder verschiedenen positiven Stammbriichen zerlegt
werden konnen.

Die Bezeichnungen der Mengen leiten sich von ganzzahlig, natiirlich und
verschieden ab.

Aus diesen Definitionen folgen sofort:

Vs CNs C 2, und 2 € Ny, da stets die Darstellung 2 = m% moglich ist.
Fiir m < n gilt nach Satz (1) stets 7* € V.

T>s=>TgN;,i<s.

Fir 7 # 1 folgt aus * € Vs auch % € V11, wie aus dem Beweis zu Satz
3 ersichtlich ist. Fiir 7' = 1 liefert (1) 1 = % + %, also keine Zerlegung in
verschiedene Stammbriiche. Ndheres dazu in Abschnitt 1.4.

Fiir einen Bruch < 1 gilt sogar, falls der Bruch iiberhaupt als Summe von s
Stammbriichen darstellbar ist, dann ist er auch als Summe s verschiedener
Stammbriiche darstellbar.

Satz 4 Firm <n gt
m m
—€eN; = — €V
n n

Beweis: Der Beweis wird durch vollstédndige Induktion iiber s gefiihrt.
Induktionsanfang: s = 1 ist trivial, fiir s = 2 folgt die Behauptung unmit-
telbar aus (2).
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir s — 1.
Induktionsschlufl: Der Induktionsschlu wird von s — 1 nach s gefiihrt. In
mo= L4+ B2 < Lgiltay > 1, b € {l,...,s}. Sei 0.B.d.A.
a; = min{ay,...,as}, dann gibt es nach Induktionsvoraussetzung s — 1
paarweise verschiedene af, i € {2,..., s} mit % 4+t ai = al, +.o..+ ai,
8 2 8
Falls alle a} von a; verschieden sind, ist man fertig, ansonsten existiert ein
k,2 <k <s, mit a; = aj, und es gilt a;,, := min{a),...,a}} < a;. Man
unterscheidet zwei Fille:
(i) Falls @] ;, < a1, so sei a} :=a
(i) Falls @/, = a1, so gilt al;

!
min* 1 1
> 2 (sonst wire 7/— + .~ > 1), also
min
kann man —2— nach (2) in zwei verschiedene Briiche zerlegen. 2~ sei der
a

min 3

n

grofere Bruch, den man dabei erhilt, also af := a”gi" + 1 falls al,;,, gerade,

! al . +1 !
ay = —min— falls a;,,;, ungerade.

10



In beiden Féllen gibt es nach Induktionsvoraussetzung wieder paarweise
verschiedene a) mit i + -+ i = (%,2, +-+ ai,s, Es gilt a] < a;. Falls
wieder ein k', 2 < k' < s existiert, mit a}, = a} so wiederhole man (i) bzw.
(ii) mit diesem. Man erhélt dann ein af < a}. Da die ay,a},af,... monoton
fallen und alle grofer als 1 sind, terminiert dieses Verfahren. <

Damit ist auch gezeigt, daf8 die 2/n-Splitting-Methode, die ja nur fiir 7 < 1
definiert ist, abbricht, falls man wie im Beweis verfiahrt.

1.4 Darstellung der 1
Satz 4 gilt nur fiir 70 < 1. Fiir 7! = 1 gilt nach [Si,56]

n
Satz 5 Es gilt 1 € Ny fiir s> 1 und 1 € Vs fiir s > 1, s # 2.

Beweis: 1 = % + %, eine Darstellung mit zwei verschiedenen Stammbriichen
ist offensichtlich nicht moglich.
Wendet man Formel (1) mehrfach an, so erhilt man

PR DR SR 1
Tur 1 up+1 us 1 +1  ug

(4)

mit w1 = 1, ugy1 = ug(ug + 1). Dies liefert fiir jedes s > 3 eine Darstellung
der 1 als Summe von s verschiedenen Stammbriichen. &

Fir 2 > 1 folgt aus I € N in der Regel nicht 2 € V;, zum Beispiel ist
10 € N, aber 2 + 1 + -+ + 5t <10, so daB 10 ¢ Vs, s < 12365.
Gleichung (4) geht auf [Ke,21] zuriick, der vermutete, dafl stets u, =
max{as | i + -4 é = 1l,a; < --- < as} gilt, welches von [Cu,22] be-
wiesen wurde.

Dies bedeutet, dal Rs := Y7, ﬁ die beste Ndherung von 1 durch eine
Summe von maximal s Stammbriichen < 1 ist. Die Folge (R;)sen wird durch
einen Greedy-Algorithmus gebildet, insofern man in 1,1—R;,1—Ro, ... stets
den groBtmoglichen Stammbruch subtrahiert.

Die u; werden schnell sehr grof. Es gilt us = | |, co = 1,264085. .., nach
[ErGr,80], so dal die Vermutung aus [Ke,21] anschaulich klar ist. Fiir N&he-
rungen R, anderer rationaler Zahlen fanden [Er,50] und [ErGr,80] dhnliche
Ergebnisse.

Es gibt viele weitere Ergebnisse und offene Probleme im Zusammenhang mit
der Darstellung der 1 als Summe von Stammbriichen. Einige will ich hier

11



kurz ansprechen, weitere findet man in [ErGr,80] (aber Vorsicht in jener
Arbeit sind in mehreren Formeln Druckfehler!).

e Eine Abschéttzung fiir N(s), die Anzahl der Lésungen {z1,...,zs} von
1=y 1, suchen [ErGr,80] und [AhSL,73]. [Bs,74b)] zeigt fiir 71 < -+~ <
xs gilt N( ) > L(s—1)14+257t — 2.

e In der Darstellung 1 = %—I—---—ki, 1 <...<zxsgilt 2 <z < sund
s < Ts < ug, in der Darstellung mit z; < -+ < x5 gilt 2 <71 < 24,
2 <25 < ug. Obmaxw; = (1+0(1)) 27 und minz, = (14+0(1)) %%
richtig ist, ist laut [Er,74] bisher nicht bekannt.

e Gilt in den Darstellungen der 1 als Summe von s Stammbriichen
lim, oo min £ = e und max(zg+1 — ) > 3, fragt Erdds in [Er,50]
und [ErGr,80]; max(zx41 — xk) > 1 ist bekannt, max(zx11 — ) = 3
wird in 1 = % + % + % angenommen.

e Laut Nelson [Kie,76] gibt es genau folgende 5 Darstellungen der 1
als Summe neun verschiedener Stammbriiche mit ungeradem Nenner,
dabei ist der grofite Nenner nie kleiner als 231

11,1 1, 1 1 1 1 1
l=gtctotgtgtntontrta

3579 15 ' 35 ' 45 ' 231
U S S S S SO S 1 1
l=stststotnt ot 15 ™ 10305
]:1+Lﬁ+1+i+i+i+iﬂ—l

3'5 79 15 165 ' 693’
1:1+Lﬁ+l+i+1+i+iﬂ-l

3'5 779" 11" 15 231 ' 315’

1 1.1 1 1 1 1 1 1

PEstst ettt u Tttt s TR

Weniger als neun Summanden geniigen nicht. [Kie,76] zeigt, dafi der
kleinste Nenner ag, falls 1 < a1 < -+ < ag, bei beliebiger Anzahl von
Summanden as = 105 ist.
1_1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+ 1
3 5 79 33 35 45 55 77 105
[Ga,78] fragt nach solchen Darstellungen fiir 2, falls der Summand %
nicht verwendet werden soll.
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e Barto$ [Ba,77] gibt ein Beispiel fiir 1 = - + -+ 4+ 2= 7 < -+ <
T101, so daB jedes x; das Produkt zweier verschiedener Primzahlen ist.
[Bur,73] liefert ein Beispiel fiir 1 = xl—l + -+ wi, ) < -+ < g,

wobei kein z; ein anderes teilt. Sind in diesen beiden Féllen 101 bzw.

79 die minimalen Anzahlen?

e Bende [Bd,67] untersucht die Anzahl 7(s) der Lésungen von 1 = 3 o,
0 <z < -+ < x5 [Boy,75] zeigt, daB 7(s) = aA® + O(p®), a =
0,141..., A =1,794... und p < 1,55.

1.5 N, ist nicht dicht in Q"

Fiir jede rationale Zahl 7 gibt es ein s, so daf8 * € N;. Gibt es vielleicht ein
sehr groBes s, so daf alle rationalen Zahlen € N,? Daf dies nicht einmal
fiir Intervalle rationaler Zahlen méglich ist, werde ich im folgenden darlegen.
Alle Aussagen dieses Abschnitts kann man auch auf Vs und Z; iibertragen.

Das Theorem wvon Muycielski [Hol,65] besagt, daB es in jeder nicht leeren
Teilmenge von N ein grofites Element ™ gibt, woraus folgt, daf} es keine
unendliche streng monoton wachsende Folge in N gibt.

Aus Abschnitt 1.4 folgt zum Beispiel, dal das dort definierte R; das gréfite
Element in (0,1)NV; ist, das heifit die groBite rationale Zahl < 1, die als Sum-
me von maximal s verschiedenen Stammbriichen dargestellt werden kann.
[Sel,78] zeigt allgemein R, = max{(0,7) N V,}, falls T = £ eine rationale

q
Zahl, ¢ = —1mod p, u; == B — 1, uy := qui, wpr1 = up(up + 1), k > 2

q
und Ry = >0 Wl-l-l
(Sortiert man andererseits alle rationalen Zahlen m/n zwischen 0 und 1 nach
der Grofle von m+n und m, also %, %, %, %, %, ..., 0 ist 2/3 die kleinste Zahl
& V1, 4/5 die kleinste ¢ V2 und 8/11 die kleinste ¢ V3. Fiir s > 3 sind nach
[Gu,85] solche Werte bisher nicht bekannt.)

Es gibt zwar keine monoton wachsenden unendlichen Folgen, die ganz in N
liegen, aber es gibt unendliche streng monoton fallende Folgen, die ganz in

N liegen, zum Beispiel konvergiert die Folge (%)%N gegen 1/n, und es

gilt stets £EL = 1 4 L 4]0 EEL € A,
Aus dem Theorem von Mycielski folgt:

Satz 6 Fir jedes fest vorgegebene s gibt es in jedem Intervall aus Q Zahlen
m/n mit m/n & N

13



la-. 3 Ty m : . . kmi—1
Beweis: Sei (n—(‘)’, n—ll) ein Intervall in Q, dann ist (—k;“ )ke/\/

monoton wachsende Folge, die gegen 7% konvergiert. Wegen ¢ < 71 muB
es ein Folgenglied geben, das grofler als 7;—3 ist, so dafl alle gréferen Fol-
genglieder im Intervall liegen. Nach dem Theorem von Mycielski liegen die
Folgenglieder ab einem Z‘—,' nicht mehr in NV, so das es also in diesem Intervall

Zahlen gibt, die nicht in Ny liegen. &

eine streng

Mit anderen Worten A ist nicht dicht in Q™. Dies gilt somit auch fiir V,
fir Z; kann man es auf dhnliche Art beweisen.

1.6 Algorithmen

Bisher habe ich in diesem Kapitel drei Algorithmen genannt, mit deren
Hilfe man den Bruch ™ in eine Summe von Stammbriichen zerlegen kann,
den Fibonacci-Sylvester-Algorithmus, die Splitting-Methode und die 2/n-
Splitting-Methode. Weitere folgen in diesem Abschnitt. Zunéchst werde ich
jedoch zwei Kriterien vorstellen, die es erlauben, Algorithmen zu vergleichen.

Eine ,minimale“ Darstellung eines Bruches 7 als Summe von Stamm-

briichen wire eine, bei der moglichst wenig Summanden benétigt werden
(Lingenkriterium) und der grofte auftretende Nenner moglichst klein ist
(Nennerkriterium). Formal definieren [BlEr,76] und [Yo0,86/88]

D(m,n) := min{as,% € Vs}, L(m,n) := min{s,% € Vs}

D steht fiir denominator, L fiir lenght, as bezeichnet den gréfiten Nenner
einer Darstellung eines Bruches als Summe von s Stammbriichen.

Ein Maflstab fiir die Giite einer Darstellung ist der Vergleich der Werte s
und ag mit

L = L D = D
(n) X (m,n) und D(n) max (m,n),

also der maximalen Lénge und Nenner aller Briiche % < 1 fiir festes n.
Es zeigten [Er,50] (untere Schranke in der folgenden Ungleichung) und
[Vos,85] (obere Schranke), da8 Konstanten ¢ und d existieren mit

clogyn < L(n) < dy/logn.
[BIEr,76] (untere Schranke) und [Yo0,88b] (obere Schranke) bewiesen

log plog, p
[1524 1og; p) logy 1 p

P < D(p) < plog p(log, p)°
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mit k > 4 und einer Primzahl p mit log,, p > 1. Hierbei sei log; := log und
log; := log(log;_;). Die obere Grenze fiir D(p) liefert nach [Yo86] auch eine
obere Grenze fiir D(n), denn es gilt 2% < 2) fa11 p eine Primzahl ist, die
n teilt. Solche Abschéitzungen beweist man dadurch, dafl man Algorithmen

entwickelt, die diese Werte fiir s und ay liefern.

In vielen Féllen ist es nicht mdglich, eine Darstellung von 7 zu finden, in

der sowohl D(m,n) als auch L(m,n) angenommen werden. Zum Beispiel
gilt, wie man leicht nachrechnet, L(3,7) = 3. In

3 1 1 1

7T 47 28

nimmt az = 28 den minimalen Wert fiir % € Vs an, dagegen existiert fiir

% € V, die Darstellung

3 1. 1 1 1

7 67 1 ar
so dal D(3,7) < 21 < 28. Es gibt keine Darstellung von % als Summe dreier
Stammbriiche mit dem grofiten Nenner agz = 21.
Man versucht nun Algorithmen zu entwickeln, die gleichzeitig kleines s und
kleines as liefern. [Yo0,86/88] zeigt, dal es keinen Algorithmus gibt, der

L(p) < i}gﬁ und D(p) < p(logp)*T+¢ mit Konstanten ¢ und ¢ und ei-

ner groflen Primzahl p erreicht. Aber er entwickelt einen Algorithmus, der
L(n) < 29" ynd D(n) < n(logn)?+? erreicht, wobei A und § Funktionen

— logsn
von n mit A = 2 und § — 0 fiir N — oo sind.

Die beste Abschétzung findet man in [TeYo0,90]. Sie lautet:

Satz 7 Fir e > 0 gibt es eine reelle Zahl ng(€), so daf8 fir alle a, n > nyg,
1 <a<mn, 7 eine Darstellung als Summe dgyptischer Briiche besitzt mit

logn

og, 1’ as < 4n(logn)?logy n.

s<(l+e¢

Fiir den Vergleich von Algorithmen gibt es Standardbeispiele (z. B. % und

%), die viele Autoren, [BlEr,76], [BL,68], [Ste,64], [Re,81] und andere, ver-
wenden. Ich habe aulerdem das Beispiel 35—1 gewihlt. Die folgenden Darstel-
lungen habe ich zum Teil den 4 eben genannten Schriften entnommen, zum
Teil selbst berechnet. Insbesondere % hat eine gewisse Beriihmtheit er-

langt, nachdem [Bl,68] offengelassen hatte, welches D(5,121) und L(5,121)
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sind. Mit Sitzen aus Kapitel 3 folgt to- & N>. [Liu,84] beweist, daf es genau
21 Darstellungen von % als Summe dreier Stammbriiche gibt.
Es gilt

L(3,7) = L(5,31) = L(5,121) = 3

und

D(3,7) <21, D(5,31) <248, D(5,121) < 363.

L(3,7) > 2,L(5,31) > 2,L(5,121) > 2 folgt jeweils aus Kapitel 3. Ansonsten
gibt es die Darstellungen
) 1 1 1

31 78 731 a8
und
5 1 1 1
12133 121 363
Die Darstellungen von % siehe oben.

1.6.1 Der Fibonacci-Sylvester-Algorithmus

Fiir den Fibonacci-Sylvester-Algorithmus gilt s < m nach Satz 1. Fiir grofie
Werte von n ist L(m,n) jedoch oft sehr viel kleiner als m. [Ma,87] nennt
eine Reihe von Beispielen, in denen der Algorithmus diesen schlechtesten
Fall, die Darstellung als Summe von m Stammbriichen, annimmt, obwohl es
kiirzere Darstellungen gibt.

Fiir meine drei Beispiele liefert der Algorithmus

3 1 1 1

773711 a3
5 1 1 1 1 1

317 + 55 + 3979 + 23744683 + 23744683 - 4789365

und
5 1 1 1 1 1

191 25 757 ' 763300 T 873960180013 | 1527612795642003418846225

Der grofie Nachteil des Fibonacci-Sylvester-Algorithmus wird in diesen Bei-
spielen deutlich, er liefert exponentiell wachsende Nenner. Denn es gilt
a; > a1 ... a;—1, 1 < i < s, nach dem Beweis zu Satz 1. Auflerdem
erreicht er L(m,n) in meinen drei Beispielen nur in einem Fall. Dies ist oft
das Problem eines greedy-Algorithmus, er wahlt bei jedem Schritt das Ma-
ximum (hier den groBtmoglichen Stammbruch), beriicksichtigt dabei jedoch
weder vorhergehende noch folgende Schritte, so dafl er das globale Optimum
h&ufig nicht erreicht.
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1.6.2 Die Splitting-Methode und die 2/n-Splitting-Methode

Die Splitting-Methode hat im wesentlichen beweistechnische Bedeutung
(zum Beispiel im Beweis von Satz 3). Sie ist kein geeigneter Algorithmus,
da sie, wie man leicht nachrechnet, Summen von mindestens 2™ — 1 Stamm-
briichen liefert und auch die Nenner recht grof§ werden 148t (vergleiche das
Beispiel in Abschnitt 1.2).

Die 2/n-Splitting-Methode ist nur fiir 7% < 1 definiert, sie liefert s < m wie
der Fibonacci-Sylvester-Algorithmusin bezug auf D(m,n) ist sie zumeist
besser als letzterer.

So gilt fiir meine Beispiele

3_1.1,.1
T 4 7T 28
5 1 1 1 1 1 1 1
=5 =492, 492 = 44—
31 g 31 31+ 16+ 496 31+8+248
5 1 1 1 1 1

121 12 731 T 1801 T 3601 T 27243271

Die Darstellungen fiir % und fiir 3% sind sehr gut. Die Ursache dafiir liegt

darin, dafl man im ersten Schritt gerade Nenner erhélt und somit kiirzen
kann. Fiir 15—2 ist dies nicht der Fall, dennoch ist die 2/n-Splitting-Methode

hier besser als der Fibonacci-Sylvester-Algorithmus.

1.6.3 Multiplikationsalgorithmen

Multiplikationsalgorithmen beruhen auf einer Formel, die zuerst von Rav
[Ra,66] gefunden wurde und die ich fiir s = 3 in Kapitel 2 dieser Arbeit
vollstdndig beweisen werde.

Satz 8 (Rav)

SIS
3

V

M,N,Nu,...,Ns 1<i<s
Ni+-+4+Nyg=0mod M,N; < Ny < --- < Ng
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[We,75a] zeigt, daB man die Bedingung (Ni,...,Ns;) = 1 auch fortlassen
kann und N1 +---+ Ny = 0 mod M durch Ny +---+ Ng; = M ersetzen kann.
Beweis der einen Beweisrichtung des Satzes: Die eine Implikation ist trivial,
denn falls Ny + --- 4+ Ny = kM, so gilt

m M Ni+--+Ns

T=x ="y = = e+ ,%N und N; | N war vorausgesetzt.
N EN

Ny
Offensichtlich folgt aus der \}erschiedenhei‘c der N; auch die Verschiedenheit
der a;.
Die andere Implikation ist nicht so einfach. <

Fiir m < n 148t sich folgender Algorithmus ableiten: Man erweitere 7 so-

lange mit k! bis man den Zahler als Summe von verschiedenen Teilern des
Nenners darstellen kann. Falls es mehrere solche Darstellungen gibt, wéhle
man die, bei der das kleinste N; moglichst grof§ ist, damit N/N; moglichst
klein wird, man somit nahe an D(m,n) herankommt.

Dann bilde man % = %—I—- : -—I—% und kiirze. Fithrt man diesen Algorithmus
fir 1 < k < n(n — 1) durch, so befindet sich nach [Cam,78] unter allen
Darstellungen, die man bis dahin erhalten hat, diejenige, in der D(m,n)
angenommen wird. Nach Campbell gilt weiterhin s < 2k — 1 mit (k —1)! <
n <kl

Dieser Algorithmus wurde zum Beispiel von [Woh,72] entwickelt. [Cam,78]
nennt ihn Fakultits-Algorithmus, da mit k! multipliziert wird. Ebenso erhélt
man nach [Cam,78] den Potenzen-von-Zwei-Algorithmus, wenn man 7 statt
mit k! mit Potenzen von Zwei erweitert. Laut Campbell hat Fibonacci au-
Ber dem Fibonacci-Sylvester- Algorithmus auch solch einen Algorithmus ent-
wickelt, ndmlich die Erweiterung von ” mit Potenzen von 12. Fibonacci
habe aber eigentlich keine strengen Algorithmen befolgt, fiir ihn waren dies
nur Methoden, die in beliebiger Abwandlung und Kombination auf konkret
gegebene Briiche angewendet werden konnten. Zerlegungen in Summen von
Stammbriichen zu finden sei fiir ihn eine Kunst gewesen.

Hier folgen wieder meine Beispiele:
a) Fakultits-Algorithmus

3 18 14+3+1 1 1 1 74+6+3+2 1 1 1 1
TTR . & B mW3T T a2 autity
5 5-24 243+44+6+12+31462
31 31.24 31-24 N

1+1+1+1+1+1+1
12 24 62 124 186 248 372’
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5 30 224642 1 1 1

217726 726 33 121 ' 363°
b) Potenzen-von-Zwei-Algorithmus

312 7T+441 1 1 1

7w 2 atrtay
5_40_31+8+1_1+1+1
31 248 248 8 31 248’

5 40 24+11+4+2+1 1 1 1 1 1
21 968 968 st o st oey

Darstellungen mit minimalem D(m,n) erhilt man natiirlich nur, wenn man
wie oben beschrieben k durch alle geforderten Werte laufen ld8t, welches
nur bei Computerausfithrung sinnvoll ist. Ich habe in meinen Beispielen die
Darstellungen gewéhlt, die man durch Probieren leicht erhilt, um zu zeigen,
daB auch die Ausfithrung ohne Computer nicht unbedingt schlechtere Werte
liefert als andere Algorithmen.

1.6.4 Praktische Zahlen

Zahlen n, deren Teilersummen alle Zahlen m < n ergeben, wurden von

[Sr,48] praktische Zahlen getauft, sie wurden von [Ste,54] und [Si,55] charak-

terisiert. Ein Beispiel ist 6, Teilersummen von 6 sind 1,2,3,3 + 1,3 + 2.

Fiir den Multiplikationsalgorithmus sind solche praktische Zahlen als Nenner

n sehr giinstig, denn fiir sie 1a8t sich 7 sofort zerlegen. So gilt zum Beispiel
57  3+4+20+30 1 1 1 1

0 6 20 155372

Man findet diese Zahlen daher oft bei alten Mafeinheiten. Falls n keine

praktische Zahl ist, so sind laut [Cam,78] nk! und n2! praktische Zahlen fiir

ein k bzw. [. Deswegen wurden diese in obigen Algorithmen zur Erweiterung

m

von benutzt.

1.6.5 Weitere Algorithmen

Es gibt noch mehrere andere Algorithmen, von denen ich einige hier kurz
ansprechen mochte. Bleicher entwickelte drei Algorithmen.

e Farey-Folgen-Algorithmus [B1,68]
Die Farey-Folge F; enthilt alle Briiche 7+, 0 < 7 < 1,1 <m < in

wachsender Reihenfolge. Falls ’7’1‘—,’ der Vorgéinger von 7 in F), ist, so
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gilt 7 = 7;;—,’ + ﬁ Im Fall m’ = 0 hat ’I,nan ein’e Zerlegung gefunden.
Ansonsten sucht man den Vorgénger 77 von - in F und so fort.

Fiir diesen Algorithmus gilt s < m und ay < n(n — 1). Ein Nachteil
ist, daf} stets erst Teile der Farey-Folgen berechnet werden miissen.

Fiir die Beispiele gilt

101 1
TT3 7173
und
5 1 1 1 1 1
121~ 25 " 1225 T 3577 7081 T 11737

¢ Kettenbruchalgorithmus [B1,72]

Ich werde diesen Algorithmus hier nicht weiter beschreiben. Laut
2
[BIEr,76] gilt s < min{m 2AUlogn) } und as < n(n—1).

? loggm
¢ Bleicher-Erdos-Algorithmus [BlEr,76]
m

Es ist ein Multiplikationsalgorithmus, der 7% mit dem Produkt der
ersten k Primzahlen erweitert und dann eine bestimmte Zerlegung des
Zihlers erfordert. Er liefert a; < en(logn)3, mit einer Konstante c.
Zum Beispiel gilt

5 1 1 1 1 1

121 30

242 T 363 T 1210 T 3630°

e Sonstige Algorithmen

Weitere Multiplikationsalgorithmen stammen von [Er,50] (mit s <
Efolggg und as < %) und [Go,62] (mit s < m und as < n(n —1)).
Yokotas Algorithmen habe ich zu Anfang dieses Abschnitts 1.6 schon
erwihnt. [Ern,80] liefert einen Algorithmus mit as < 2n? und s <

logy m + 2logy n. Zwei Algorithmen findet man in [Lix,89].

1.7 Die Vermutungen von Erdds, Sierpinski und Schinzel

In Abschnitt 1.5 hatte ich gezeigt, dafl es kein s gibt, so daf alle 7 aus Vs
sind. Man konnte jedoch zeigen, da8 fast alle Briiche in A5 bzw. sogar schon
in My liegen. Folgende Vermutungen wurden gestellt und sind bis heute
unbewiesen

e Vermutung von Erdés-Straus % €Ns
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€N3

e Vermutung von Sierpinski

5
n
. 456 7 8 9 12
e Vermutung von Kiss 7,2, 2 L€ N3, —, = ..., 2 €Ny

e Vermutung von Schinzel T € 23 fiir n > ng(m).

Die letzte Vermutung ist auch fiir A5 sinnvoll. Auf sie, insbesondere auf die
Werte ng(m) werde ich in Kapitel 5 ndher eingehen. Es ist bisher nicht ge-
lungen, eine dieser Vermutungen allgemein zu beweisen. Die Teilergebnisse,
die man fiir bestimmte Werte von m und n erreichen konnte, werde ich am
Schluf} dieses Kapitels in Form einer Tabelle zusammenstellen.

Man vermutet also, daf} es fiir festes m nur endlich viele n gibt mit 7t & N3.
Fiir festes m gibt es zwar stets unendlich viele n mit ™ ¢ N3, zum Beispiel
alle n, die nur aus Teilern kongruent 1 modulo m bestehen (wie in Kapitel
3 bewiesen wird), aber dennoch gilt fiir fast alle n, dal ™ € N; erfiillt ist.
Denn [HoSt,85] zeigen

Satz 9 (Hofmeister,Stoll) Fiir festes m gilt

1
m
)7

[ {n < N | = ¢ Ao} | Nlog N)#
wobei ¢ die Eulersche Funktion bezeichnet.
Die entsprechende Aussage fiir N3 zeigt [Va,70]
Satz 10 (Vaughan) Flir festes m gilt

(log N)3

| {n< N | % ¢ N3} |< N exp{—

wobei c¢(m) > 0 nur von m abhingt.
Der Satz von Vaughan ist ein Spezialfall des Satzes von Shan [Sh,86]

Satz 11 (Shan) Fir festes m gilt

(log N)'~+

[{n SN | ¢ NI Nexp{—= =),

wobei ¢(m, s) > 0 nur von s und m abhingt.
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AuBerdem verbessert dieser Satz das Ergebnis von [Vi,70], welcher fiir den
Exponenten von log N nur 1 — S_Ll zeigen konnte.
Diese Satze werden dadurch bewiesen, dal man Restklassen angibt, so das
man fiir jeden Nenner aus diesen Restklassen einen darstellbaren Bruch
erhélt. Mithilfe einer Siebmethode gewinnt man die Abschétzungen. Eine
speziellere Abschitzung liefert [We,70], er beweist

4 N
[{n <N |~ gNs} < ——

’

wobeli ¢ eine Konstante ist.

(log N)

Hier die Ubersicht iiber die bisherigen Ergebnisse zu den anfangs genannten

Vermutungen.
a) Erdés-Straus 2 € A\
bewiesen fiir von
1 <n<106128 [Ob,50]
106 129 < n < 141 648 [Ros,54]
1 < mn <200 000 [Ki,59]
1 <mn< 10000000 | [Yam,65]
10 000 000 < n < 100 000 000 | [Te,71]
10 000 000 < n < 11 000 000 [Jol,76]
1 < n< 100000000 | [Fr,78]
alle n aufler 198 Restklassen
modulo 840-11-13 [Te,71]
b) Sierpiiski 2 € N3
bewiesen fiir von
1 <n<1000 [S1,56]
1 <n<922321 [Pal,58]
1 < n <10 000 [Ki,60]
1 < n< 30000 [Ai1,64]
1 <n< 1057438 801 | [Ste,64]
alle n auBer n = 1mod 1 260 [Pal,58]
alle n auBer n = 1mod 278 460 [Ste,64]

c)Kiss SeN;
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d) Kiss L €N;

e) Kiss 3,

f) Schinzel

QE./\Q

n

m
WGZ;g

bewiesen fiir ‘ von

1 < n< 10000 [Ki,60]
1 <n<2000 [A1,64]
1 < n <100 000 | [We,74]
bewiesen fiir ‘ von
2 < n< 10000 [Ki,60]
2 <n< 2000 [A1,64]
2 < n <100 000 | [We,74]
bewiesen fir ‘ von
? < n < 200000 | [Ki,60]
bewiesen fiir von
1 <m<20 [Si,56]
19 <m< 24 [Pal,58]
19 <m<22 [Sed,59]
1 <m< 36 [StWe,66]
1 <m<40 [StSu,78]
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2 Eine allgemeine Formel fiir die Zerlegung in drei
Stammbriiche

2.1 Vorbemerkung

Ich ziehe hier die Herleitung einer Formel fiir die Zerlegung eines Bruches in
drei Stammbriiche vor, da sie sich auf die Zerlegung in zwei Stammbriiche
iibertragen 1a8t. Weitere Aussagen tiber die Zerlegung in drei Stammbriiche
erfolgen dann erst in Kapitel 4 dieser Arbeit. Aulerdem werden in diesem
Kapitel schon grundlegende Probleme im Umgang mit Stammbriichen deut-
lich.

2.2 Herleitung der Formel

Untersucht wird die Gleichung

m 1 1 1
—_ = — 4+ — 4+ —
n aiq ag as

bzw. .
— € N3
n

mit m, n, a1, as,as € N. Dazu folgt zunéchst

Definition 2 Sei

a1 := ddz3(3z4lser
az = ddz3(325(5€2
az = ddz4(s2z5(5€3
mit (a1, az,a3) = do, % = 23(3, % = 24C4, (a2d+a3) = 255,

z3(ze1ez + z4Qse163 + 25C562€3) _
- b

(3CaCs

(23(3, zaCaer1€3 + 25(5€2€3) = (3,

(dd,

(244, z383€100 + 25C5€0€3) = (4

(25C5, z3(3€1€2 + 24Cse1€3) = (5,
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Diese Definition ist fiir beliebige natiirliche Zahlen a1, az, a3 mdglich. Die
¢j, 7 € {3,4,5} sind offenbar teilerfremd zueinander, daher folgt mit den
letzten drei Zeilen der Definition, dafl in der viertletzten Zeile der grifite
gemeinsame Teiler von natiirlichen Zahlen gebildet wird.

Das Problem beim Umgang mit Stammbriichen ist stets die grofle Anzahl
bendtigter Variablen. In dieser Definition bezeichnen d und § Variablen, die
gemeinsame Teiler der drei a; sind (7 sei in diesem Kabpitel stets € {1,2,3}),
zj und (5, j € {3,4,5}, teilen genau zwei der durch dé gekiirzten a;. Die
Variablen e; bezeichnen die durch dd und die jeweiligen z;(; geteilten a;. Aus
diesen Definitionen folgt, wie der Beweis zum folgenden Satz 12 zeigt, dafl
durch die mit griechischen Buchstaben bezeichneten Variablen der Bruch
m/n stets in einer um 1 héheren Potenz gekiirzt werden kann, als durch die
korrespondierenden mit deutschen Buchstaben bezeichneten Variablen. Die
Indizes j der z; und (; ergeben sich als Summe der entsprechenden Indizes
1 der a;.

Warum diese Definitionen so gewdhlt sind, wird im Beweis von Satz 12

deutlich. Zunéchst folgen jedoch aus Eier ]))eﬁnition einige Teilbarkeits-
a1,as

beziehungen. Mit der Definition von =55 = 23(3 folgt zum Beispiel
(24Ca€1, 25(5€2) = 1.
Man erhilt die Tabelle (5)
ggT €1 €2 €3 zZ3 <3 Z4 <4 z5 <5 6 d
e1 |eg 1 1 1 1 1 1 1
€2 es 1 1 1 1 1 1
€3 €3 1 1 1 1 1
z3 z3 1 1 1 1 1
(3 ¢ 1 1 1 1
z4 Z4 1 1 1
Ca G101
z5 z5 1
G &
0 )
d d
Zu beweisen sind hiervon noch (e1,{3) = (e1,{4) = 1 und natiirlich die

analogen Beziehungen fiir e; und ey. Aus (e1,(3) = t folgt t | z5(seze3,
woraus wiederum ¢ = 1 folgt. Entsprechendes zeigt man fiir die anderen
Variablen.
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0 ist zu den z; aufgrund der Definition der (; als grofitem gemeinsamen
Teiler teilerfremd und zu den e; aus folgendem Grund: falls (d,e;) = ¢ gilt,
so wiirde ¢ | z5(seze3 folgen. Oben wurde schon gezeigt, dafl dann ¢ = 1
gelten muf.

Alle anderen Tabelleneintréige sind offensichtlich oder folgen analog zu den
eben genannten Beispielen. Im Satz 12 werden diese Aussagen benotigt.

Satz 12 Ein vollstindig gekirzter Bruch ™ ist genau dann € N3, wenn es
natiirliche Zahlen €}, eh, e, 24, 24, 25, (4, (4, C, d', &' gibt mit

_ zG3eieh + ziGieies + zp(seres
§'C3CaCs ’

n = d 24z} 25 e ehel.

Beweis: Sei 7' = % 1 % + %, also ™ € N3. Dann wéhle man fiir die mit

Strich gekennzeichneten Variablen des Satzes die entsprechenden Variablen
aus Definition 2. Mit dieser Wahl gilt

m __ ai162+aiasztasas
n aija2as
(d6)2((23¢3)%z4lazslse1e2+(244) 2 23325513+ (25(5) 2 23(323(3e2€3)
(dd)3(23(324Ca25(5)%e1€2€3
_ z3(zereatzaCaerezt+zs(senes
ddz3(324C425(5€1€2€3

Aufgrund von Definition 2 ist dies noch kein vollstdndig gekiirzter Bruch.
Durch die e; kann man nicht kiirzen, denn angenommen, e; wére ein Faktor
von Zghler und Nenner des Bruchs, so wiirde e; | z5(se2e3 folgen. Dieses ist
aber unmoglich, wie oben schon gezeigt wurde.

Laut Definition 2 kann durch die z; und durch d nicht gekiirzt werden, aber
durch die ¢; und 4. Somit erhélt man

23¢se1eat+zalaerest+2s5(se2e3

o 9¢3¢4Cs
n dz3z4z5€1€9€3

In der letzten Gleichung ist der Zidhler des Doppelbruchs eine natiirliche
Zahl. Weiter kann nicht gekiirzt werden. Da m/n vollstindig gekiirzt war,
gelten die fiir m und n im Satz behaupteten Darstellungen.

Die andere Beweisrichtung ergibt sich offensichtlich dadurch, dafl man fiir
derartige n und m obige Umformungen in der anderen Richtung durchléuft
und somit 7 = % + % + % erhilt. &
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Im Beweis benotige ich als gebundene Variablen beliebige natiirliche Zahlen,
daher mufite ich die Variablen mit Strichen versehen. Fiir die eine Beweis-
richtung definiert man dann fiir die Variablen mit Strich die ohne Strich
aus Definition 2. In der anderen Beweisrichtung ist es nicht notwendig, die
Variablen so zu wihlen, daf} sie Definition 2 geniigen. Es ist jedoch immer
moglich, die Variablen so umzuformen, dafl sie Definition 2 geniigen, falls
sie die im Satz geforderten Bedingungen erfiillen. Den Beweis dafiir will ich
hier nur andeuten. Angenommen es gilt (e}, e5) = ¢ > 1, dann folgt ¢ | ¢’
oder t teilt (3, denn sonst ware ™ nicht vollstdndig gekiirzt. Im ersten Fall

. e el o, .
definiere man e := &, ey := 2. d:= d't, z3 := it und § := &, im zweiten
) ) ) <3 3 7

Fall definiere man e1,es, (3 als die entsprechenden durch t geteilten Varia-
blen mit Strich und z3 := z4#2. Somit erfiillen e; und ey die in (5) geforderte
Teilerfremdheit. Analog kann man mit allen anderen Variablen verfahren,
so lange bis sie alle (5) geniigen. Wenn die Variablen (5) geniigen und die
Bedingungen aus Satz 12 erfiillen, dann erfiillen sie auch Definition 2 mit
entsprechend gewéhlten a;.

Fiir die zweite Beweisrichtung miissen die Variablen Defintion 2 also nicht
erfiillen, man kann sie jedoch stets so umformen, dafl sie der Definition
geniigen. Daher verzichte ich im folgenden wieder auf die Kennzeichnung
der Variablen mit Strichen, auch wenn ich den Satz zitiere.

Der Bruch % (die a; entsprechend Definition 2 gewihlt) kann

also durch z3z425((3¢4¢5d)?6% gekiirzt werden.

Die im Satz gegebene Formel mag umstandlich erscheinen, zumal sie kaum
praktische Anwendbarkeit bietet, denn es 148t sich fiir gegebene m und n
nicht ohne weiteres entscheiden, ob die im Satz geforderten 11 Variablen
existieren oder nicht.

Aber dies ist eine allgemeine Formel, aus der man Formeln fiir Spezialfille,
zum Beispiel fiir Primzahlnenner n, leicht ableiten kann. Einige der Varia-
blen und Terme mit den Variablen haben anschauliche Bedeutungen. Néher-
es dazu werde ich in Kapitel 4 darlegen, hier werde ich nur auf die Bedeutung
von d und ¢ eingehen.

2.3 Die Bedeutung von d und ¢
Sei aj :=d'd'a;, m' :=§, n' :=d'n, i € {1,2,3} und T € Nj3. Es folgt



wdd | add | add 4§

dé' n dn’

1 1 1 1 (1 1 1) 1 m %
al a9 as

ml

Dies bedeutet, dafl mit * € N3 auch E;_"W € Nj3. Falls ein Bruch m/n als
Summe dreier Stammbriiche darstellbar ist, dann sind auch die Briiche dar-
stellbar, die entstehen, wenn man den Zahler m durch seine Teiler ersetzt
oder den Nenner n mit beliebigen natiirlichen Zahlen multipliziert. Die Tei-
lerfremdheit von ¢ nach (5) ist dabei keine Einschrédnkung, denn m besitzt
mit Sicherheit keinen Teiler, der auch n teilt.

2.4 Teilbarkeitsbedingungen fiir die (;

Direkt aus Definition 2 folgt mit ({3, e3) = ((4,€2) = ((5,e3) = 1 (aus (5)),
dafl

(3 | zalaer + z5(5e2
Ca | z3(3er + z5(se3
Cs | 23(3ea + zalaes.

gilt. Da ich dies in Kapitel 4 benotige, habe ich hier schon darauf hingewie-
sen.

2.5 Der Satz von Rav fiir s =3

Der schon in Kapitel 1 erwéhnte Satz von Rav [Ra,66] kann nun fiir den Fall
s = 3 als Korollar aus Satz 12 gefolgert werden.

Korollar 1 (Rav, fiir s = 3)

(Nl,Ng,Ng)Zl, Ni+ Ny + N3 =0mod M, N; < Ny< Nj

Beweis: Es bleibt nur noch eine Richtung zu zeigen. Sei * € V3. Seien M :=
(3CaCsm, N := (3Cs(5n, Ny := z3(3e1e2, Na := z4(se1e3 und N3 := z5(5e2€3
gewidhlt, m und n entsprechend Satz 12 mit Definition 2. Auflerdem sei
0.B.d.A. N; <.-- < Nj. Die Bedingungen A;<;<3 N; | N und Ni+---+N3 =
0 mod M sind offensichtlich erfillt. o
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(];[—11, J:—f) =t > 1 ist wegen (5) unmoglich. Der grofite gemeinsame Teiler
von Ny und Ny ist also e;. Da e; nicht N3 teilt, konnen die IV; nicht alle
drei gleich sein und kénnen auch keinen gréfiten gemeinsamen Teiler grofier
als 1 haben. Aus N; = Ny = e; folgt aber a1 = e1,as = ag = 25(5, welches

wegen 7 € V3 nicht moglich ist. Also sind auch Ny und N3 verschieden. &
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3 Zerlegung in zwei Stammbriiche

3.1 Vorbemerkung

Ich werde im folgenden drei Kriterien angeben, mit denen man feststellen
kann, ob fiir einen gegebenen Bruch Tt € N3 gilt. Fiir das erste Kriterium
wird der Nenner n in Faktoren zerlegt, beim zweiten wird n mod m betrach-
tet und beim dritten werden Teiler von n? mit einer bestimmten Eigenschaft
gesucht. Fiir gegebenes m/n kann man das Kriterium wihlen, das einem in
diesem Fall am geeignetesten erscheint.

3.2 Das erste Kriterium

Analog zu den Uberlegungen aus Kapitel 2 erhilt man fiir die Zerlegung
eines Bruches in zwei Stammbriiche

ei1+e
m 1 1 1( 2 el + eo
— = 4+ - = , m= , N =zeje (6)
n a1 as zei1en ¢

mit
Definition 3 a1 := zley, ag := 2z(es, (a1,a2) = 2(, (2(,e1 + €2) = (.

Denn es gilt

m _ 1 1 _z{el—l—zCeg_el—Feg_m
n  zler  zles  2%2C%2e1es zleien  zejen
Die Teilbarkeitsbeziehungen lauten: (7)
ggT ‘ e1 e z (
€1 €1 1 1
€2 €2 1
7 7
¢ ¢

Dieses folgt wegen (e1,e2) = 1 nach Definition von 2¢. Aus (¢, e1) = t folgt
(,e2) =t und (e1,e2) =t, also t = 1.

Wenn man n mithilfe der anderen Variablen ausdriickt, erhdlt man

m 1 1
= + < e1+e=(m, (8)
zereg  zCer  z(eg
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oder, falls man zusédtzlich noch e; mithilfe der anderen Variablen ausdriickt,

m _ 1 n 1 (9)

zeg (Cm —eg) 2 (Cm —e3)  zCey

Dies ergibt
Satz 13

m
EENQ@ V eéhln, e :=Cm—¢e ef|n

E(Z:CI

Beweis: Die Implikation von links nach rechts erhilt man, indem man fiir
die Variablen €], ¢, ¢’ die entsprechenden Variablen aus Definition 3 wéhlt.
Die andere Implikation folgt mit (9). <

In Worte gefafit, besagt dieser Satz, dafl fiir einen vollstindig gekiirzten
Bruch genau dann @ € N5 gilt, wenn n zwei Teiler €/, ey besitzt, deren
Summe durch m teilbar ist.

Es ist dabei nicht unbedingt notwendig, dal diese beiden Teiler ¢} und e
teilerfremd zueinander sind. Denn falls €| = teq, €, = tes, (€},€5) =t und
el +ey = ('m, so gilt e; + ey = @ = C’Tm, und wegen (m,n) = 1, also
(t,m) = 1, folgt ¢ | ¢’. Falls man also zwei beliebige Teiler von n gefunden
hat, die die Bedingung von Satz 13 erfiillen, so kann man die beiden Teiler
auch durch ihren grofiten gemeinsamen Teiler kiirzen.

Falls man ¢} und €} teilerfremd wéhlt, erfiillen die Variablen Definition 3.
Daher verzichte im folgenden wieder auf die Kennzeichnung der Variablen

mit Strichen, alle Variablen seien im Einklang mit Definition 3 gewé&hlt.

Das Kriterium aus Satz 13 wurde fiir m = 1 schon um die Jahrhundertwende
entdeckt, und zwar unabhéngig voneinander 1896 von Palmstrém [Di,20] und
von [So0,05]. Fiir beliebiges m fanden es ebenfalls unabhéngig voneinander
[Ru,22], [Pad,34], [Ki,59] und [Ai,64].

3.2.1 Folgerungen

a) Fiir m € {1,2} gibt es immer Zerlegungen.

b) Fiir Primzahlnenner n kann man als Summen zweier Teiler von n nur
141 oder n+ 1 wihlen. Im ersten Fall ist die Bedingung aus Gleichung (8)
1+ 1 = ¢m nur in den schon in a) behandelten Trivialfillen erfiillbar, also
fiir m < 3. Im zweiten Fall ist die Bedingung n+ 1 = (m zu erfiillen, welche
dquivalent zu n = —1 mod m ist.
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Dies bedeutet: Ist m > 2 und n eine Primzahl, so gilt
n eNy, <= n=—-1modm
n

c) Falls n nur aus Teilern besteht, die = 1 mod m sind, und m > 2, so
gilt ™ ¢ Nj. Fiir alle Summen méglicher Teiler von n gilt dann e; + ex =
2 mod m und 2 # 0 mod m. Die Fille m = 3 und m = 4 kann man damit
vollstdndig erschlieflen, 2(33_1) und 2(4;1_1) sind stets aus Ns. 4t4—_2 148t sich

kiirzen, ist somit auch € N5. % und ﬁ sind nicht fiir alle ¢ aus Ns. Es
gilt

m € (3,4) = (% ¢N2<:)/\t51modm>

t|n
Will man 7% € N> fiir m > 4 entscheiden, so wird dies mit wachsendem m
aufwendiger, da mehr Restklassen zu untersuchen sind.

3.3 Das zweite Kriterium

Betrachtet wird nun die Restklasse von n mod m, also
m m

n mt—r

Dazu gelte im folgenden stets

Definition 4 r,t >0, r <m, (r,m) =1 und n = mt —r.

Der Fall m = r kann nur fiir m = 1 auftreten.

Die Bedingung (r,m) = 1 ist notwendig, da sonst (m,n) # 1 wire.
3.3.1 Eine Darstellung

Mit obigen Festlegungen und

Definition 5 k:=a1 —t, k€ Z,k > 0,

erhilt man
m 1 1

mi—r 4k GEme (10)
mk—+r
denn
m I mt+mk—mt+r mk+r
mt—r t+k  (mt—r)t+k)  (mt—r)(t+k)
Somit gilt

32



Satz 14
m_ tm ENy<= \/ mk+r|[{t+E)(mt—r)
noomt—r k' €Z.k'>0

Beweis: Fiir die Beweisrichtung von links nach rechts widhle man wieder
k' := k. Die andere Richtung folgt aus (10). <

Hierbei sind auch fiir die zweite Beweisrichtung die Bedingungen aus Defi-
nition 4 erfiillbar, eventuell muf} dafiir ein anderes k' gewihlt werden. Defi-
nition 5 wird in dieser Richtung zur Definition von a;.

3.3.2 Alle Darstellungen

Wihlt man k& = 0, so erhiilt man, falls die Teilbarkeitsbedingung fiir &' :=
k aus Satz 14 erfiillt ist, laut Beweis zu Satz 1 die Darstellung mit dem
kleinsten Nenner a1 und dem grofiten as. LaBt man aq wachsen, so wird ao
kleiner. Sei 0.B.d.A. a1 < a9, dann gilt fiir a1 = as

1 1 1 1 2 m 2n

__|__:_-|-—:—:—<:>CL1=—-

ai an al aq aq n m
Dies ist wegen (m,n) = 1 nur moglich fir m = 1 und a; gerade oder fiir
m = 2 und a; ungerade. Es gilt dann

1 1 1
n  2n  2n
bzw.
2 1 1
=4
n n n
Fiir beliebiges m gilt stets
2n  2(mt—r) 2r
ai - = = — T
m m m

und wegen

2 2
1<—T§2<:>r§m<2r bzw. —T§1<:>2r§m
m m

folgt

a1 <2t—-2<=r<m<2r bzw. a1 <2t—1<=2r <m.
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Satz 15 Alle Darstellungen —2— = % + % mit a1 < ao erhalt man aus

mit—r
m 1 n 1
mt—r t4+k (tk)(mi=r)’
mk—+r

falls mk +r | (t+ k)(mt —r) und
(i)t<ap <2t—1bzw. 0<k<t—1 fiirm>2r,
(i) t<ay <2t —2bzw. 0 < k<t—2 firr<m<2r.

Jetzt stellt sich die Frage, wann im Fall m > 2 die maximalen Werte fiir a;
angenommen werden. Sei a1 < a9, also a1 :=2t — 1 und ag :=2t+ s, s € Z,
s > 0. Dann gilt

1 1 4t +s—1 4t +s—1
+ = — :
2t—1  2t+s 4242(s—1)—s (dt+s—1t+t(s—1)—s
—r:=1t(s—1) —sund —r < 0 ist nur fir ¢t = 1 oder s = 0 oder s = 1
erfiillbar. (Denn fiir s # 0 gilt —7“<0<:>1<%+%.) Man erhélt fiir t = 1,
r=1bzw.s=0,r=tbzw.s=1,r=1

1 1 1 m
ittt Mt Tt
1 1 4t-1
%—1 2% M1t
1 1 4t

+

20—1 2t+1 42-1
Analog zeigt man a; = 2t — 2, ag = 2t + s, s € Z, s > —1 gilt, falls
t<2Vs<2V(s=3At<5)V(t=3As<5). Ansonsten gilt also immer
ar < 2t — 2.
a1 = 2t — 1 und ag = 2t bzw. a1 = 2t — 2 und as = 2t — 1 sind einfache
Beispiele fiir Teilsummen der harmonischen Reihe, welche auch Gegenstand
einiger Untersuchungen sind (z. B.[BIEr,73/75]).

3.3.3 Anzahl der Darstellungen

Jetzt untersuche ich, wieviele Darstellungen 7' € N3 es fiir vorgebene m

und n gibt. Dazu ist zu priifen, wie oft die Teilbarkeitsbedingung aus Satz
14 erfiillt ist. Es gilt

m(t+k)(mt —r) (mt—r+mk+r)(mt—r)

m(mk+7r) m(mk +r)
_ (mt — )2 + (mk +r)(mt —r) 1 (mt —r)?
- m(mk +r) —E<(mt—r)+ mk:+r>’
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und wegen (m,mk +r) = (m,r) = 1 folgt

mk 41 | (mt —r)(t + k) <= mk +r | (mt — 7). (11)
Da mk + r im folgenden 6fter benétigt wird, lege ich
Definition 6 ¢; := mk +r

fest ( ¢ wie Teiler des Quadrats von n = mt — 7). Man erhélt

Satz 16 Fir n = —r mod m liefert jeder Teiler q1 von n? mit ¢ = r mod

m, q1 < n eine Zerlegung von 7 in eine Summe zweier Stammbriiche. Wihlit
man nacheinander alle solchen q1, die die Bedingungen erfillen, erhdlt man
alle méglichen Zerlegungen.

Beweis: Zu zeigen ist nur noch ¢; < n, welches aus Satz 15 folgt, denn
gg=mk+r<mt—-m4+r<mt—r=n<=m>2r,

q=mk+r<mt—2m+r<mt—r=n<<=2m>2r.
gilt. &

Dabei werden alle Zerlegungen aufler denen mit a; = ao doppelt gezihlt
(welche fiir m > 2 nach Abschnitt 3.3.2 nicht méglich sind), denn mit n? =

nz_

r2 mod m und ¢; = r mod m gilt auc r mod m.

Satz 17 FEs gibt fiir jeden vollstindig gekiirzten Bruch 7, n = —r mod m,
A verschiedene Zerlegungen in die Summe zweier Stammbriche mit

‘{BENZ 20‘77,2}‘4'1 m e {1,2}
A=

. 2 p—
{0eN:  f|n 2,0_7‘ mod m}| sonst

Beweis: Fir m € {1,2} ist die Bedingung ¢; = r mod m trivial erfiillt.
Denn fiir m = 1 sind alle natiirlichen Zahlen = 0 mod 1, fiir m = 2 mufl n
ungerade sein, also sind alle Teiler von n ungerade. Die iibrige Aussage des
Satzes folgt aus Satz 16. <

Der Anzahl der Lésungen von ¢ = —- + -~ wurde fiir m =1 von [So0,05],

[Ci,34b] und [Dud,69] und fiir m = 2'von [Go 73] bestimmt. Auch [Bs,70b]
ver6ffentlichte Ergebnisse hierzu.
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3.4 Synthese der beiden ersten Kriterien

Mit Hilfe der beiden Kriterien 1&83t sich das Problem der Darstellung 7 =
% + % mit a1 | az vollstindig 16sen.
Die Formeln (8) und (10) lauteten

m m 1 1

— = = + , e1tex=(m
n  zeres 2(er  zles

m m 1 1

n mi—r itk R
q1

q =mk+r, q1|n2.

Daraus folgt ajn = (t + k)(mt —r) = 2Cerzeres = 22€2e3(,

ain 226%624- 9
ql = — = = Zel.
as zCez

Die Synthese der beiden Ansétze liefert also einen Zusammenhang zwischen
den Variablen.

Speziell folgt aus ey =1, daB ¢ = 2, ( =

a _ o —n_n
B 2= = Man rechnet

nach, da8 sogar die Aquivalenzen
Qln=qgla<=qg=z2<=e=1<<=a|a

gelten. Hieraus folgt

Satz 18 Der vollstindig gekirzte Bruch 7, n = —r mod m, ist genau dann
als Summe % + % mit a1 | ag darstellbar, wenn n einen Teiler g1 mit

q1 = r mod m hat.

3.5 Das dritte Kriterium

Dieses Kriterium ist nur eine Umformulierung des zweiten.
Analog zu g1 = ze? = ze1(m( — ey) = mzCe; — zejes = may — n setze ich
q 1

Definition 7
e 2 _
Q2 1= z€5 =Mmaz — N

fest. Es gelten n? = ze?ze2 = q1q2 , a1 = % und

2
n- ntq
a2_n+Q2_n+q1 T nag
m m m Q1
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Satz 19 Es gilt 70 € N> genau dann, wenn es einen Teiler q1 von n? mit
m| ¢ +n und g1 < n, gibt. Die Zerlegung lautet dann folgendermafSen

m 1 n 1 1 n 1

T qtn w2  qtn atn

n m nt 1 m i
m q1

Beweis: Der Satz folgt direkt aus Satz 16, die Zerlegung aus obiger Darstel-
lung fiir as. <&

Hierbei sind a; und ay bzw. ¢; und ¢ austauschbar. Es gilt zum Beispiel
m|qg+n<=m|qg+n,

wie schon im Anschlufl an Satz 16 gezeigt wurde. Um eine Zerlegung wie in
Satz 19 zu finden, geniigt es also, eine der beiden Teilbarkeiten nachzuweisen.

Dieses Ergebnis fanden unabhéngig voneinander [An,1871] fiir m = 1, Ziihlke
1905 [Di,20] fiir m = 2 und [C1i,34a], [Bus,61], [Dud,69], [Bs,70b] und [Go,73]
fiir beliebiges m.

3.6 Beispiele
3.6.1 Ein Vergleich der drei Kriterien in der Anwendung

Ich werde nun den Bruch % nacheinander mit Hilfe jedes der drei Kriterien
in die Summe von zwei Stammbriichen zerlegen. Daraus werden dann Vor-
und Nachteile der Kriterien deutlich.

a) Kriterium 1 (Satz 13)

Gesucht sind Teiler e;, e2 von 12 mit e; + eg = 7¢. Um keine Darstellung
doppelt zu erhalten sei e; < es. Nach Abschnitt 3.3.2 ist e; = eo unméglich.
AuBerdem sei (e1,e2) = 1, dadurch wird nach der Bemerkung zu Satz 13
ebenfalls vermieden, Darstellungen doppelt zu erhalten. Die Teiler von 12
sind 1,2,3,4,6,12. Durch 7 teilbare Teilersummen sind 1+6 =3+4 =7 und
2 4+ 12 = 14. Letztere scheidet aber aus, da 2 und 12 nicht teilerfremd sind,
also gilt e; € {1,3}. ¢ ist in beiden Féllen gleich 1, z berechnet sich aus
% = z. Man erhélt

7 1 1 1

1
-t 3ty

b) Kriterium 2 (Satz 15 mit (11))
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Zunéchst bestimmt man r und t. Aus 12 =n=mt—r =T7t—rmitr <m=7
folgt r =t = 2. Nach Satz 15 soll 0 < k <t —1 =1 gelten, also k = 0 oder
k = 1. Wegen mk + r € {2,9} und 2,9 | 144 findet man die beiden oben
schon genannten Darstellungen.

c¢) Kriterium 3 (Satz 19)

Die Teiler q; von n? = 144 mit ¢; < n sind 1,2,3,4,6,8,9 und 12. 7 teilt
g1 +n =2412 und 9 + 12, also bleiben fiir ¢; nur die Méglichkeiten ¢; = 2
oder g; = 9. Mit diesen beiden erhilt man wieder die beiden Darstellungen.

Falls ¢ klein ist, das heiflt m nicht viel kleiner als n ist, kann man mit
Kriterium 2 schnell entscheiden, ob eine Zerlegung existiert. Fiir grofles ¢ ist
dies Kriterium ungeeignet.

Falls n nur wenige Teiler besitzt sind Kriterium 1 und 3 gut anwendbar.
Kriterium 1 betrachtet weniger Teiler (nur Teiler von n), dafiir aber alle
Kombinationsmdoglichkeiten der Teilersummen. In Kriterium 3 sind mehr
Teiler zu suchen (Teiler von n?), aber diese sind nur zu n zu addieren.
Besitzt n viele Teiler, findet man vermutlich am schnellsten eine Darstellung,
wenn man Teilersummen nach Kriterium 1 bildet.

3.6.2 Beispiele spezieller Zihler m

a)ym=1

Satz 15 liefert

m_ 1 1 1 _1 . 1 1 . 1
n o t—1 t tt—-1) t+1 %_ C2t—1)  2(t-1)

Die Zerlegungen mit a1 = t und a; = 2(¢ — 1) sind immer mdoglich, falls n
eine Primzahl ist, gibt es nur diese beiden Zerlegungen.

b) m =2

Satz 15 liefert

m__2 1 1 _ 1 1 1 1
n  2t—1 ¢t t2t—-1) ¢t+1 %_ 2t —1 0 2t—1

Hier sind ebenfalls zwei Zerlegungen immer méglich (a; = ¢ oder a; = 2t—1).
Falls n eine Primzahl ist, so gibt es nur diese beiden Zerlegungen.
c)n=-1modm

Analog erhélt man

m m
n



1 1 1 1 1

T e R S S 5 2725} VIS L o7 (7 )
m+1 mt—(m—1)
Hier ist ebenfalls die Zerlegung mit a; = t immer mdoglich, falls n eine

Primzahl ist, ist dies die einzige Zerlegung.

3.7 Die optische Gleichung und Verallgemeinerungen

Die Gleichung % = % + é wird als optische Gleichung oder Linsengleichung
bezeichnet. Sie gibt die Beziehung zwischen Brennweite m, Gegenstandswei-
te a; und Bildweite a2 an.

Gleichungen der Form % =>4 a% sind Verallgemeinerungen von ihr. Auch
fiir sie gibt es zum Teil anschauliche Deutungen. So berechnet zum Beispiel
[Baw,89] alle ganzzahligen Seitenlingen aq, az, ag von Quadern, deren Vo-

lumen gleich ihrer Oberfliche ist. Es gilt
ajasaz = 2(aras + ajas + azaz) <
Andere Anwendungen untersucht [Bor,32al.

Eine allgemeine Losung der verallgemeinerten optischen Gleichung ist bisher
nicht bekannt, aber es gibt Teillosungen. Eine spezielle Darstellung liefert
[Mos,45]:

1 1 1 1

(n—=1)n + n(n+1) Tt n2—n-1)0n2-n) n
2 Teillgsungen fand Palmstrom 1896 und 1899 [Di,20], ich habe sie in meine
Notation iibertragen.
a)n =de-... e5 a; = ddey,...,as = ddes, § = j=1 Spee st eine
spezielle Losung der verallgemeinerten optischen Gleichung. Fiir s = 3 folgt
dies aus Kapitel 2, in Satz 12 sind die Variablen m, (3, (4, CF, 25, 24, 25 gleich
1 zu setzen. Fiir s = 2 folgt dies aus Satz 13 mit (, z statt 4, d.

b) Seine andere spezielle Losung gebe ich hier nur fiir s < 3 an: n = dz3z42
p 3%4%5,
— gz3zazs(zstaatas) — gz3zazs(zstaatas)

ay o yee,03 2 . Diese Losung erhélt man
aus Satz 12 mit m(5(;¢ielehes = 1. Fiir s = 2 folgt sie direkt aus Satz 13
mit a; = z&tezleies g g, entprechend.

€2

Eine andere spezielle Losung liefert [Mig,31]

Weitere Untersuchungen zu diesen Problemen findet man in [Bs,70a] und
[Cap,27]. [Bs,75] schitzt die Anzahl der verschiedenen Lésungen mit ver-
schiedenen a; der verallgemeinerten optischen Gleichung fiir s > 2 durch
¢(m)(s — 1)! mit einer von m abhingigen Konstante c¢(m) nach unten ab.
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4 Zerlegung in drei Stammbriiche

Die Zerlegung in drei Stammbriiche ist schwieriger als die in zwei, es ist
bisher noch niemandem gelungen, eine Formel herzuleiten, mit der man fiir
festen Zidhler m fiir jeden Nenner n alle moglichen Zerlegungen in die Summe
dreier Stammbriiche, falls es iiberhaupt welche gibt, sofort angeben konnte.
Die einzige Moglichkeit, die ich bisher sehe, ist die, daffl man Formeln angibt,
die wenigstens fiir viele Spezialfille Zerlegungen liefern, bzw. Formeln, die
zwar keine allgemeinen Aussagen fiir beliebiges m und n erlauben, aber fiir
konkrete Briiche 7 doch Zerlegungen leicht erschliefbar machen.

Um dies zu erreichen, werde ich die Formel aus Kapitel 2 auf verschiedene
Arten umformen und so verschiedene Spezialfille behandeln.

4.1 Teilbarkeitsbedingungen

In diesem Abschnitt werden Bedingungen dafiir, dal ein Bruch als Summe
dreier Stammbriiche darstellbar ist, gesucht. Ich werde auf , Genau-Dann-
Aussagen® wie Satz 12 verzichten. Daher benétige ich Definition 2 und Aus-
sage (5) nicht. Alle Variablen kénnen also nun beliebige natiirliche Zahlen
sein. Allerdings wurde bisher immer darauf hingewiesen, dafl man die Va-
riablen, die die Bedingung aus Satz 12 erfiillen, so umformen kann, daf} sie
auch Definition 2 geniigen. Es empfiehlt sich daher, sich die Variablen wei-
terhin gem&fl Definition 2 vorzustellen. Ich benétige aus Definition 2 und
(5) lediglich bei einigen Beweisen die Teilerfremdheit der Variablen. Darauf
werde ich dann stets hinweisen.

Ansonsten gelten im folgenden nur diese Formeln aus Kapitel 2:

m 1 1 1
— = —+— (12)
n aiq ag asg

ai := ddz3(3zs(ser
as := ddz3(3z5(s5€2 (13)
asz 1= ddzsCsaz5(s5e€3

Satz 12 aus Kapitel 2 besagte

\/ _— 23(¢3e1€2 + z4Cae1e3 + 25(5€2€3 (14)
0¢3C4aCs ’

d4,(3,(4,(5,23,24,25,€1,€2,€3

n = dz3z4z5€1€9€3
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— m S Ng
n
Da dm € N sein soll, muf} die Bedingung
(3CaC5 | z3C3e162 + 24Qse1€3 + 25(5€2€3 (15)

erfiillt sein. Falls die (; zueinander und zu den ¢;, j € {3,4,5}, i € {1,2,3}
teilerfremd sind, ist dies dquivalent zu

(3 | zalaer + z5(se2
Ca | z3(3e1 + z5(ses
Cs | 23(3ea + z4lses

und zu

(@) '\ (s73 = 2aCuer + 25(5€2

T3€N

(0) \ Cama = 23(3e1 + 25(5€3 (16)
T4€N

(¢ V (575 = 23Cse2 + 2aCses.
T5EN

Falls im folgenden von 73,74, 75 die Rede ist, so seien diese stets wie in (16)
definiert. Setzt man (16) in (14) ein, so erhdlt man

z3eje2+e3Ts z4€1€3+€274 z5€e2e3+€1Ts
m_ ¢G5 _ 9¢3¢s _ 9¢3Ca (17)
n n n n

und
(i) Oomlas = 23e1ez + e3T3

(1) om(3(s = zaeres + eaTy (18)
(i17) dm(3Cs = z5eze3 + e17s.
Damit folgt
Satz 20 Falls die (j zueinander und zu den e; teilerfremd sind, gelten
om € N <=
(15) <= (16) < (a) A (i) < (b) A (ii) <= (c) A (ii).

Falls die diber die (; und e; keine Teilbarkeitsbeziehungen bekannt sind, folgt
aus (15), (a) A (i), (b) A (i7) und (c) A (ii7) jeweils dm € N3, die anderen
Implikationen gelten dann nicht mehr unbedingt.

41



Die Variablen 7; (nach (16) und (18)) haben eine praktische Bedeutung.
Falls fiir ein j, j € {3,4,5}, 7; = 1, so folgt 7* € V. Denn es gilt

e1Ts+25€eze3
1 1

A _ 0¢3¢4 _ _
n  ddz3(3zaCaer  dzzzazsereses  ddz3(3za(seq

m

€175 + 25€2€3 — Z5€9€3 _ 75
dbz32z425(3Ca€1€2€3 ddz32425C3Cae2es”

Da die Darstellung eines Bruches als Summe zweier dgyptischer Briiche in
Kapitel 3 behandelt wurde, sollen in diesem Kapitel die 7; mdglichst von 1
verschieden sein, um keine Ergebnisse zu erhalten, die schon aus Kapitel 3
folgen.

Umgekehrt gilt jedoch nicht, daf fiir einen Bruch, der als Summe zwei-
er Stammbriiche darstellbar ist, in allen Darstellungen als Summe drei-
er Stammbriiche mindestens ein 7; gleich 1 sein mufl. Zum Beispiel gilt

4 _ 1, 1 _ 1,1, 1 — - —
§—3+11—4—|—6+132und7'3—5,7'4—17,7'5—23.

4.2 Die erste Formel

Formel (14) soll nun so umgeformt werden, da man ihr zumindest Spe-
zialfdlle ablesen kann. Nach Satz 20 sind die Bedingungen (a) und (i) zu
erfiillen, damit dm € N gilt. Man erhélt

Satz 21 Falls es natirliche Zahlen e1e2e3(3(4(525ddT3 gibt, die

(373 — 25C5€2

Cae1

n = dzsez(0mls(s — e373)

mit den Bedingungen
Cae1 | (373 — 25562,
erez | 0mCaCs — e3Ts
erfillen, so gilt ™ € N3.

Beweis: Die beiden Bedingungen des Satzes sind dquivalent zu \/,, 24 =

$373—25(5€2

Ge 0, also zu (a), und zu \,, z3e1ex = dm(s(s — €373, also zu (i). &

Bemerkungen:

a) AuBer d,d, m, (3 erscheinen alle Variablen doppelt in der Gleichung und
den Bedingungen des Satzes, z4 und z3 fehlen.
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b) Falls z4 = 1, so bleibt die Bedingung (4se1 = (373 — 25(5e2, welche zu
z5 = % dquivalent ist. In diesem Fall sollte man die Gleichung (a)
nach z5 statt nach z4 auflésen und somit z5 aus (14) entfernen.

c¢) Ebenso sollte man durch Umformung dafiir sorgen, dal 6m¢4(s — esm3 =

zzei1es # 1, da eine Darstellung von n in Abhéngigkeit von m gesucht ist.

4.2.1 Spezialfille

Bisher ist Formel (19) immer noch so komplex, da§ man kaum allgemeine
Aussagen ableiten kann, da zu viele Variablen vorkommen, die zwei Teilbar-
keitsbedingungen erfiillen miissen. Man kann jetzt zunéchst einige Variablen
gleich 1 setzen, um einfachere Formeln zu erhalten. Nach 4.1 sollte man je-
doch stets 73 # 1 fordern.

a) Der einfachste Fall ergibt sich, wenn man alle doppelt auftretenden Va-
riablen aufler 73 gleich eins setzt, also ejese3z5(y(s = 1. Es folgt n =
d(0m —73)({373 — 1), wobei die Bedingungen 1 = (4e1 | --- und 1 = ejey | - -
trivialerweise erfiillt sind. Es gilt z3 := dm —73 und z4 := (373 — 1. Auflerdem
folgt nach (16) 74 = 23(3 + 1 und 75 = 23(3 + 24, so dal 74 # 1 und 75 # 1.
Zusammengefafit gilt

n=d(dm —73)({3m3 —1), 23:=0m—1713, 24:=(73—1—=
m 1 N 1 n 1
n dd(3z3z4  dé(3z3  ddzy
Falls also der Nenner n eines Bruches % das Vielfache eines Produktes aus

einem Teiler kongruent —73 mod m und einem weiteren kongruent —1 mod
73 ist, dann gilt * € Nj.

b) Setzt man zusdtzlich noch z4 = 1, so folgt (373 = 2. Man erhélt 73 =
1A ({3 =2 oder 13 =2A (3 =1. Also findet man die Spezialfiille

m 1 n 1 n 1 1 n 1 it 5 1

= - = — _ 1 — —_

d(6m —1) _ 2ddz; | 2déz | d6  dézy | ds BT O

und

- Ly Ll mits=dm—2

= —  mit z3 = dm — 2.
d(6m —2)  dézs ' dézs = dé 3

Falls n einen Teiler kongruent -1 oder -2 modulo m hat, dann gilt 7 € Ns.
Im ersten Fall gilt 73 = 1, daher ist der Bruch als Summe zweier dgyptischer
Briiche darstellbar.
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c) Einen anderen Spezialfall erhélt man durch (4e1ea := 1. Durch diese
Definition entfallen die Zusatzbedingungen in Satz 21. Sei auflerdem (5 := 1.
Wegen (4, (5 = 1 folgt 74,75 # 1 nach (16). Somit gilt
m _ 1
dzse3(dm — e373)(C373 — z5)  d0z3(C324  db(32325  ddzazses

mit z3 := dm — eg73 und z4 := (373 — 25.

Diese Formel beriicksichtigt also 4 Teiler von n, die existieren miissen, damit

™ € N3. Man kann weitere Spezialfille ableiten, aber diese werden nicht

einfacher.

4.3 Die zweite Formel

Eine andere Formel, aus der man andere Spezialfille ableiten kann, erhélt
man, wenn man 73 aus Formel (19) entfernt und statt dessen z4 wieder
einfiigt.

Satz 22 Fulls es natirliche Zahlen gibt, die

z4Cae1 + Z5§562)

n = dzaz5€3 <m5C4C5 —e3 G

mit den Bedingungen

z4Qae1 + 2z5(5€2

3

z3e1€2 = moCa(s — €3
und

(3 | zaCae1 + z5(s€2

erfillen, so gilt ™ € N3.
Die erste Bedingung ist gleichwertig zu

24C4e1 + z5(5€2

(3 ’
denn z3 erscheint nicht mehr in der Gleichung. Auch 73 fehlt in der Glei-
chung, nach (16) wiirde

erez | moCa(s — e3

73(3 = 2z4Cae1 + 25(5€2

gelten. Nur d, d, m, (3 erscheinen einfach, alle anderen Variablen doppelt in
der Gleichung und in den Bedingungen.
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4.3.1 Spezialfille
a) Seien alle Variablen aufler d,d, m, (3,e1 gleich 1. Dann gilt

m B m 1 N 1 N 1
d(md — 614—;1) ~d(md —713)  dbz3lzer  dbéz3ls  dS

mit den Bedingungen z3 := %:73, e1 = (3713 — 1 und e | mé — 73.

Falls n einen Teiler kongruent —73 mod m hat, der selber einen Teiler kon-
gruent —1 mod 73 besitzt, dann gilt ™ € AN3. In 4.2.1 a) war eine &hnliche

Bedingung gefordert, nur dafy dort zwei verschiedene Teiler gefordert waren.

b) Sei zusitzlich noch z3 := 1. Dann folgt wegen ({373 — 1)z3 = md — 73,

somit T3 = 7?3‘5:'11,

m 1 1 1

d(mé—’gjll) dézer  doCz  db

mit e; = md — ?3‘51'11 und (3 + 1| md+ 1.
Falls d = 1, so ist diese Formel fiir Primzahlnenner n anwendbar. Es muf}
dann n = md — 13 = (373 — 1 gelten. Also, falls n + 1 einen Teiler 73 besitzt,
fiir den n = md — 73 gilt, dann ist L € N.

Da hier (4 = (5 = 1 gesetzt ist, ist dies noch nicht die allgemeine Formel
fiir Primzahlnenner, (dazu komme ich erst in Abschnitt 4.4). Es gibt also
Briiche, die diese Formel nicht erfiillen und dennoch € N3 sind. Zum Beispiel
gilt

97:14'7—1:C3T3—1

97 =426 —T=md — 73

also

4_ 11

97  26-14-97  26-14 26’
aber 74—3 148t sich nicht nach diesem Verfahren in die Summe dreier Stamm-
briiche zerlegen, obwohl % € N3 gilt, denn kein Teiler von 74 ist kongruent

3 modulo 4.
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4.3.2 Zusammenfassung der Spezialfille

Falls n eine der folgenden Kongruenzen erfiillt, dann gilt ™ € N3.

e 421 a)n=—73(¢3t3 — 1) mod m({37m3 — 1)
)

e 421 b) n=—-1mod m oder n = —2 mod m

e 42.1 ¢) n = —73((373 — 25)2z5€3 mod m((373 — 25)25€3
e 431a)n=-m3modmund (373 —1|n

e 43.1b)n=-r3modm und 73 | n+1

Bevor ich die Liste erweitere, werde ich nun auf Primzahlnenner n eingehen.

4.4 Primzahlnenner

Man versucht Aussagen iiber Restklassen der Nenner n zu bekommen, in-
dem man Aquivalenzen n = —r mod ml, [ € N wie in 4.3.2 aufstellt. Falls
(r,ml) =1, so befinden sich in der Restklasse n = —r mod Im Primzahlen.
Wenn also eine Aussage fiir eine ganze Restklasse gelten soll, darf sie nicht
auf der Existenz echter Teiler beruhen.

Fiir die Bestimmung solcher Restklassen geniigt es also, Nenner zu be-
trachten, die nicht in Faktoren zerlegt werden sollen. Wenn im folgenden
von Primzahlnennern die Rede ist, so ist damit stets gemeint, dafl n eine
Primzahl ist, oder eine zusammengesetzte Zahl, deren Teiler nicht bekannt
sind, und die auch nicht in Faktoren zerlegt werden soll. Nach (14) gilt
n = dejegeszzzzezs und es gibt drei verschiedene Moglichkeiten, n als Prim-
zahl bzw. Zahl, die nicht in Faktoren zerlegt werden soll, zu wéihlen, n = d,
n = e; oder n = z3. Alle anderen Wahlen fithren zu analogen Fillen.

4.4.1 n =d sei eine Primzahl

In diesem Abschnitt benétige ich, da8 die (; zueinander teilerfremd sind.
Die Variablen eq, eq, e3, 23, 24, 25 sind gleich 1. Gleichung (14) reduziert sich
zu

¢3+Cat¢s
m _ 9¢sCaCs )
n d

Ich fiihre eine Fallunterscheidung durch.
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)G=0G=1
Wegen (5 | (3 + (4 + 5 folgt (5 | 2. Fiir (5 = 1 erhélt man

1 1 1

:%%371

m 3 1 1 1 m
—="=—+4=-+- baw. —=
n n o on on n n

3 |wlw

je nachdem, ob § =1 oder § = 3 gilt. Fiir (5 = 2 erhélt man

1 1 1

2n + 4dn  4n

vl b ™
=—4+ —+ — W, — = = =
n  2n  2n W n

m 2 1 1
n n

3 oo

je nachdem, ob § =1 oder § = 2 gilt.

ii) (3 =1, (4,¢ > 1
Da die ¢; zueinander teilerfremd sind, sind {4 = 2 und (5 = 3 die kleinsten
Moglichkeiten. Mit diesen Werten erhilt man

14243
e 1 1 1 1

n n n_ 2n ' 3n ' 6n

¢ mufB also gleich 1 gewahlt werden. Falls {4, (5 groflere Werte annehmen, ist
C4(s > 1+ (4 + (5, wie man nachrechnen kann. Damit gilt (4(5 | 1+ (4 + (5
nicht mehr, es gibt keine weiteren Darstellungen.

111) C3a§4a§5 >1
Schon fiir (3 = 2, ¢, = 3 und (5 = 5 gilt 2-3-5 > 2+ 3 + 5. In diesem

dritten Fall ist also (345 | (3 + (4 + (5 nie moglich, es gibt keine weiteren
Darstellungen.
n = d liefert also nur Trivialfille.

4.4.2 n = z3 sei eine Primzahl

Es gilt hier dejeseszqzs = 1 und

23¢3+Ca+Cs5
m " 5CsCaCs
n z3

nach (14). Wird diese Gleichung nach n = z3 aufgeldst, ergibt sich

Ca+Cs
(3

n = mdCa(s — = mdCa(T3¢3 — Ca) — T3, (20)
wobei 73 geméf (16) definiert ist.
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Ich kann aus diesem Fall wieder Kongruenzen ableiten.
n = —713 mod m{s((373 — C4), (21)
hierbei wurde § ausgeklammert,
n = —13 — mdé: mod mdrs(y, (22)
es wurde (3 ausgeklammert,
n = —(s mod md(s — 1, (23)

hier wurde (3 = 1 gesetzt und (4 ausgeklammert.
Falls n eine dieser Kongruenzen erfiillt, ist 7" als Summe dreier dgyptischer
Briiche darstellbar.

Man kann diesen Spezialfall auch anders betrachten. Wegen (13) weifl man,
daB n = z3 zwei der a1, ag, a3 teilen mufl. Es gibt also zwei Moglichkeiten,
einen Bruch von 7 zu subtrahieren, um eine Darstellung als Summe dreier
Stammbriiche zu erhalten, entweder teilt n den Nenner dieses Bruches oder

n teilt thn nicht.

m 1 md3Cs — 1 Ts

no - = = 2303 + 24

n o 6(3Cazz  0C3Cazz  0C3Caz3 (575 = z3(3+Ca (24)
m 1 moCaCs — 23 T3

w0 GGz 6CaCrzs A (3T3=G+G (25)

gilt mit (16) und (18). Dabei ist der Bruch mit 7; im Zéhler jeweils nach
Satz 13 in zwei Stammbriiche zerlegbar.

Aus (25) kann man leicht die Kongruenzen (21), (22), (23) ableiten, aus (24)

erhilt man
" (575 — (4

G3

als Bedingungen fiir n, falls 7* aus N3 sein soll. Aus (25) folgt mit (4 = (5 = 1
die Formel aus 4.2.1 b).

N1y = —1 mod mC3§4 (26)
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4.4.3 n = e3 sei eine Primzahl

In diesem Fall gilt dejeszzzqazs = 1 und

¢s3tesCatesls
m_ 0¢3Cals
n €3
nach (14). Mit (16) erhdlt man
1+ e373 moCs(73¢3 — Ca) — 1
mnm—= ———— et n —=ez3 = . 27
0Ca(m3¢3 — Ca) ’ T3 (27)

Leider lassen sich in diesem Fall nicht so ohne weiteres Kongruenzen fiir n
modulo m bilden, da durch 73 geteilt wird und 73 nach 4.1 von 1 verschieden
sein soll.

Analog zu 4.4.2 kann man wieder zwei Félle unterscheiden.

m 1 md(3Cs — €3 Ts
n 0C3Cs 6¢3Cses 5C3Caes G575 = (3 + Cae3 (28)
m 1 mdCsCs — 1 _ T3€3

n o 6Cses  0laCses  0Calses A GsTs =Gt G (29)

Aus (28) erhilt man
n=—71smod m((s A 75|C+Gn (30)

und, falls {4 = (3 = 1 ist, die Aussage aus 4.3.1 b) fiir 75 statt 73. Aus (29)
folgt

-1 7+1
n = moGaGs —1 _ méCals — mocz +1 (31)
73 T
bzw. falls (4 =6 =1
m+1 m+1
n=m(s — —=n=- mod m. (32)
73 73

Die Betrachtung von Primzahlnennern und die Feststellung, daf} es fiir sol-
che aufler Trivialfillen (4.4.1) nur genau zwei unterschiedliche Moglichkei-
ten gibt, der Nenner eines Bruches aus N3 zu sein, also meinen Abschnitten
4.4.2 und 4.4.3 entsprechend, findet man unter anderem bei [Ai,64], [Be,62],
[Jo,76] und [Ros,54]. Auch Kongruenzen findet man bei verschiedenen Auto-
ren, zum Beispiel 4.3.1 b) bei [Ob,50], andere bei [Be,62]. In der Arbeit von
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[Be,62] wird auflerdem versucht, die Vermutung von Erdés mit Hilfe eines
unendlichen Uberlagerungssystems, also eines Systems von Kongruenzen zu
beweisen, welches aber nicht gelingt.

Um nun Restklassen n mod m zu finden (also nicht n mod ml, ! € N, [ > 1),
betrachte ich zunéchst, welche Reprisentanten dafiir in Frage kommen. Da
die Repréisentanten kleiner als m sein sollen, untersuche ich jetzt die Briiche
™ mit n < m, also Briiche zwischen 1 und 3, fiir deren Zerlegung in die

Summe von Stammbriichen keine echten Teiler von n bendtigt werden.

4.5 Briiche zwischen 1 und 3

Falls 2 < ™ < 3, so miissen wegen 2 = 1+ % + % zwei Stammbriiche in einer

Darstellung von 7% als Summe dreier Stammbriiche gleich 1 sein. Also folgt
%:2+ei,n:eg,m:2n—l—1 und somit n = mT_lzm—mT‘H.Diesist

ein Spezialfall von (32).

Sei 1 < 7% < 2, dann muf} 1 einer der Summanden einer Darstellung von
™ als Summe dreier Stammbriiche sein. Es gilt ndmlich 1 = % + % + % =
% + i + i = % + % + %; dies sind alle Moglichkeiten, 1 als Summe dreier
Stammbriiche darzustellen. Summen dreier Stammbriiche, die gréfler als 1
sind und 1 nicht als Summanden besitzen, sind von der Form % + % + %
oderi+i+l=14+4 I+iti=14L T+1+1i=1+11 Allediese
konnen daher so umgeformt werden, daf sie 1 als Summanden besitzen.
Da, wie schon gesagt, als Reprédsentanten fiir Restklassen hier nur Zahlen in
Frage kommen, die nicht in Faktoren zerlegt werden sollen, gibt es analog
zu 4.4.2 und 4.4.3 zwei Moglichkeiten.

m m 1 1 m+1

—=— =144+ —=n=m- 33
n o e3 G Gses T3 (33)
m m 1 1 (3m — 2

e e 1= p=20TC 34
n 23 (323 (373 € (34
wobei (33) Spezialfall von (32) ist und (34) 4.2.1 b) entspricht (also {3 =1

oder (3 = 2).
Als Reprasentanten von Restklassen modulo m erhélt man also genau

e n=m-—1
en=m-—2

o n= mT_l falls m ungerade ist
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m+1
T3

e n=m-— , also fiir jeden Teiler von m + 1 einen Représentanten.

Aus (32) und 4.2.1 b) folgt, dafl es fiir jeden dieser Représentanten auch
eine Restklasse modulo m gibt, deren Elemente als Nenner Briiche aus N3
ergeben.

Damit kénnen fiir m < 20 nur noch folgende Restklassen Nenner n enthalten,
die nicht als Summe von drei Stammbriichen darstellbare Briiche ergeben,
falls man nur vollstéindig gekiirzte Briiche 7 betrachtet.

m n
41
501
6|1
711,24
8|13
9125
10 | 1,3,7
11| 1,2,3,4,6
12 | 1,5,7
13 | 1,2,3,4,5,7,8,9,10
14| 1,35
15 | 1,2,4,8
16 | 1,3,5,7,9,11,13
17 | 1,2,3,4,5,6,7,9,10,12,13
18 | 1,5,7,11,13
19 | 1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12,13,16
20 | 1,3,5,7,9,11

4.6 Die Fialle m=4 und m=5

Im vorigen Abschnitt ist es also gelungen, alle Reprasentanten von Restklas-
sen modulo m zu finden, deren Elemente eventuell Nenner von Briichen mit
= N3 sind. Alle anderen Restklassen enthalten nur Nenner, die darstell-
bare Briiche ergeben.

Der néchste Schritt wéire nun, solche Restklassen modulo mi, I € N, zu
suchen, um die Mengen der Nenner, fiir die ” € N3 damit noch nicht be-
wiesen ist, zu verkleinern. Dies ist mir aber bisher allgemein nicht gelungen,
da fiir gréBere Werte von m sehr viele Restklassen zu untersuchen sind und
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da die Zéhler m teils Primzahlen teils zusammengesetzte Zahlen sind und
sich daher unterschiedlich verhalten.

Aber an den beiden Beispielen m = 4 und m = 5 mochte ich vorfiihren,
daB mit meinen Kongruenzen aus den letzten Abschnitten im Prinzip das
Material bereitgestellt ist, solche Untersuchungen durchzufiihren.

Fiir m = 4 sind nach 4.5 nur noch Nenner mit n = 1 mod 4 zu betrachten.
Mit (21) und 73 = 3,{3 = {4 = 1 bekommt man die Restklasse n = 5 mod 8,
so daf} nur noch die Restklasse n = 1 mod 8 zu untersuchen bleibt.

(21) mit 73 = 7,¢3 = (4 = 1 liefert n = 17 mod 24. Falls n = 9 mod 24, so
gilt 3 | n, daher bleibt nur die Restklasse n = 1 mod 24.

Der néichste Modul ist 840 = 24 -5 . 7. Falls n = 25 mod 120 bzw. n =
49 mod 168, so wird n durch 5 bzw. 7 geteilt, wegen % und % € N3 ergeben
diese Restklassen Briiche aus V3.

(30) liefert fiir 75 = 7 und (3 = {4 = 1 bzw. {3 = 2,({4 = 1 die Restklassen
n = 97 mod 168 bzw. n = 145 mod 168.

Aus (21) erhédlt man mit 73 = 3,{3 = 2,4 = 1 die Restklasse n = —3 mod
20, daher n = 97 mod 120, mit 73 = 7,{3 = 1,{4 = 2 dann n = —7 mod 40,
daher n = 73 mod 120 und mit 73 = 11,{3 = 2,{4 = 1 die Klasse n =
—11 mod 84, somit n = 73 mod 168.

Insgesamt hat man % € N3 daher fiir alle Restklassen aufier n = 1,49 mod
120 und n = 1,25,121 mod 168, welche zusammengefafit die Restklassen
n = 1,121,169, 289, 361,529 mod 840 ergeben, gezeigt. Weitere Restklassen
modulo 840 kann man vermutlich nicht finden, man miifite jetzt zum Modul
840 - 11 - 13 iibergehen. [Te,71] hat dies getan, er findet 198 Restklassen
modulo 840 - 11 - 13, fir die % € N3 damit nicht bewiesen ist. Es ist nicht
schwierig, dieses Ergebnis mit meinen Methoden zu bekommen, man muf
nur alle Kongruenzen suchen, die diesen Modul enthalten. Ich mochte aber
darauf verzichten, diese vielen Restklassen hier aufzuzihlen.

Das Resultat mit den 6 Restklassen modulo 840 findet man bei [Mod,69],
[Tr,88] und anderen.

Nun komme ich zu dem Beispiel m = 5. Es ist nach 4.5 nur nochn = 1 mod 5
zu untersuchen. Falls n = 6 mod 10, so wird n durch 2 geteilt, daher bleibt
nur n = 1 mod 10.

Aus (30) erhélt man mit 75 = 4,4 = (5 = 1 die Restklasse n = 11 mod 20,
es bleibt n = 1 mod 20 zu testen. Falls n = 21 mod 60, so ist n durch 3
teilbar. (21) liefert mit 73 = 4,{3 = {4 = 1 die Restklasse n = —4 mod 15,
somit n = 41 mod 60, damit ist nur noch n = 1 mod 60 ibrig.
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Mit (30) und 75 = 9,{4 = 1, {3 = 2 entsteht die Restklasse n = 61 mod 180.
(22) liefert mit 73 = 9,4 = 6 = 1 die Restklasse n = —14 mod 45 und daher
n = 121 mod 180. Damit ist n = 1 mod 180 noch offen.

SchlieBlich erhélt man die Restklassen n = 181, 361, 541, 721,901, 1081 mod
1260 der Reihe nach aus (22) mit 73 = 14,{4 = 1,0 = 3, aus (22) mit
73 =14,(4 = 3,0 = 1, aus (22) mit 73 = 14,{4 = § = 1, wegen 7 | 721, aus
(21) mit 73 =9,{4 = 2,{3 = 1 und aus (30) mit 75 =4,(3 =7, = 1.

% € Njs ist also fiir alle n auBler n = 1 mod 1260 gezeigt. Dieses Ergebnis
findet man zuerst bei [Pal,58], von [Ste,64] wurde es verbessert zu n =
1 mod 1260 - 13 - 13. Dies ist mit meinen Methoden wieder nicht schwierig
zu zeigen, ich mdchte aber hier darauf verzichten.
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5 Die Vermutung von Schinzel fiir N3

In diesem Kapitel soll die Vermutung von Schinzel, daf es fiir jedes m ein A,
gibt, so dafl fiir alle n > A, der Bruch “ als Summe dreier Stammbriiche
darstellbar ist, untersucht werden. (Schinzel hatte die Vermutung eigentlich
fiir Z3 ausgesprochen, fiir N3 erscheint sie jedoch auch sinnvoll). Mit Hilfe
eines Computerprogramms habe ich fiir m < 20 und n <10 000 alle Briiche
™ auf Darstellbarkeit als Summe dreier 4gyptischer Briiche getestet, aufler-
dem habe ich die \,,-Werte fiir zwei grofiere Primzahlen als Zahler m nach
unten abgeschitzt. Dies ist eine Verbesserung der Ergebnisse von [We,74].

5.1 Der verwendete Algorithmus

Falls man ohne Computer-Hilfe feststellen méchte, ob ein gegebener Bruch
™ als Summe dreier Stammbriiche darstellbar ist, so ist der geeigneteste
Algorithmus wohl folgender.

Man priife zunéchst, ob der Nenner Teiler besitzt, die eine Anwendung
von Satz 13 gestatten, so daf der Bruch dann sogar als Summe zweier
Stammbriiche darstellbar wére. Ist dies nicht der Fall, subtrahiere man den
groftmoglichen Stammbruch ai, a1 = a1y, der iiberhaupt subtrahierbar
ist, und teste, ob der Differenzbruch nun in zwei Stammbriiche zerlegbar ist
(wieder mit Hilfe von Methoden aus Kapitel 3). Falls noch keine Zerlegung
moglich ist, setze man ay := a1 + 1 und subtrahiere den Kehrwert hiervon
von 7. Man versuche anschlieend wieder den Differenzbruch nach Satz 13
zu zerlegen und so fort.

In vielen Féllen braucht man nur a; € {a1,9,a1,0 + 1} einzusetzen, um eine
Zerlegung zu erhalten. So gilt zum Beispiel fiir m = 4, dafl 1009 die kleinste
Primzahl ist, bei der man erst fiir a; := a1 + 2 eine Darstellung erhélt.
Dies folgt aus den Berechnungen in Kapitel 4. Die Zahl 1009 ist die kleinste
Primzahl, in den Restklassen modulo 840, die dort angegeben waren, fiir
die dort % € N3 nicht gezeigt werden konnte. Sollte ™ nicht als Summe
dreier Stammbriiche darstellbar sein, so ist der Algorithmus langwierig, da

alle moglichen Werte fiir a; getestet werden miissen.

Fiir die Zerlegung mit Computer-Hilfe ist der eben genannte Algorithmus
ungeeignet, da Operationen wie Teilersuche viel Rechenzeit benotigen. Der
schnellste Algorithmus besteht vermutlich im systematischen Ausprobieren.
Man setze wieder a; := a1,9, wobei ﬁ wie oben der grofftmogliche subtra-
hierbare Stammbruch ist. Analog setze man ay := ag . Falls der Differenz-
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bruch 7 — % — % nun von der Form % ist, das heif3t, falls der Zahler den
Nenner teilt, so hat man eine Darstellung gefunden. Ansonsten vergrofiere
man az := azo + 1 und so fort, bis as eine obere Schranke erreicht, die ich
unten angeben werde. Dann erh6he man ay := a1 o+1 und berechne den neu-
en groftmoglich zu subtrahierenden Bruch % Der Algorithmus besitzt also
zwei Schleifen; in der dufleren wird a; erhéht, nachdem in der inneren Schlei-
fe alle Werte fiir ay getestet wurden. Dabei sind die Schranken fiir a; und ao
genau die, die im Anschluf8 zu Satz 3 bestimmt wurden: > < a1 < %n und,
falls der Differenzbruch 7;:—11 als 77’:—11 == % definiert ist, :1—11 < ag < %nlll

Hier gilt dasselbe wie in dem zuerst genannten Algorithmus, in vielen Féllen
liefert schon die erste oder zweite Belegung fiir a; eine Zerlegung, so daf} der
Algorithmus fiir den Fall, daf§ eine Darstellung als Summe dreier Stamm-
briiche existiert, schnell ist. Sollte es keine Darstellung geben so miissen alle
Werte fiir a1 und as in den obigen Schranken durchlaufen werden. Aber
wie schon gesagt die Fille, in denen keine Darstellung existiert, oder keine

Darstellung mit den ersten Belegungen fiir a; sind relativ selten.

Ein anderes Problem besteht darin, daf} die intern zur Berechnung benotig-
ten Werte sehr grofl werden konnen. Folgender Term wird berechnet:

m 1 1 maias — nai — nNag

n ai a9 nai;as

Um festzustellen, ob dieser Bruch ein Stammbruch ist, muf} also maias —
n(a1 + az) | najay getestet werden. Lafit man n nicht gréBer als 10 000
werden, so erreicht ajas schon eine Gréflenordnung von maximal 10'0. Aber
najas kann Werte bis zu 105 annehmen, dies ist mit den meisten Pro-
grammiersprachen als Integergréfie nicht mehr zu erreichen, als reelle Zahl
vielleicht gerade noch, aber nicht mehr unbedingt bis auf die letzte Ziffer
verlaflich. Mochte man noch gréflere Werte fiir n wihlen, st68t man in je-
dem Fall auf Grenzen, fiir n = 100 000 nimmt naias eine Gréflenordnung
von bis zu 10'? an.

Es gibt einen einfachen Trick, die internen Werte etwas kleiner zu halten.
Falls n eine Primzahl ist, so muf} n, falls der Bruch aus N3 ist, mindestens
eines der a1, a9, as teilen. Wegen a; < %” ist n grofler als a; fir m > 3, n
kann a; also aufler in den Trivialfdllen m < 3 nicht teilen.

Sollte » nun a9 teilen, so kann man obigen Bruch kiirzen. Man testet dann
nur ma; 2 — ay — az | ajaz. Andernfalls mufl n | a3 gelten, falls der Bruch
aus Nj ist, also ist majas — na; — nag | ayas zu priifen. In beiden Fillen
sind die Werte erheblich kleiner als oben.
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Diese Variante des Algorithmus ist aber nur anwendbar, falls n eine Primzahl
ist. Das bedeutet, wenn dieser Algorithmus feststellt, daf} fiir ein festes m
ein Nenner n keinen Bruch aus N3 liefert, so ist dies richtig, wenn n eine
Primzahl ist, ist n zusammengesetzt, konnte es falsch sein.

Ich konnte jedoch feststellen, dal der Algorithmus fiir m < 20 und 1000 <
n < 10000 fast nur Primzahlen findet, fiir die ™ ¢ N3, so daB er in diesem
Bereich problemlos anwendbar ist. Die Vermutung von Schinzel scheint also
fiir zusammengesetzte Nenner auf jeden Fall richtig zu sein, aber meines
Wissens nach existiert selbst dafiir bisher kein Beweis.

5.2 Die Ergebnisse

Es folgt nun eine Tabelle, in der fiir m < 20 Nenner angegeben sind, fiir
die @ ¢ N3. In [We,74] findet man auch eine solche Tabelle, aber dort
wurden nur Primzahlen als Nenner beriicksichtigt. Webb testete m und n
in folgenden Bereichen

m € {6,7,12} An < 100000

m € {7,...,11} An < 25000
m € {13,...,18} An < 5000

Fiir m = 6 und m = 7 gibt es in diesem Bereich keine Nenner mit ™ ¢ Nj;.
Seine Tabelle enthélt drei Fehler. Bei m = 12 hat er die Restklasse kongruent
7 mod 12 vergessen, bei m = 17 fehlt n = 43 und bei m = 18 mufl n = 433
statt n = 443 stehen.

Ich habe die Tabelle um zusammengesetzte Zahlen erweitert, die ich in der
Tabelle allerdings zur Kennzeichnung eingeklammert habe. Wie oben schon
erwahnt, sind Briiche mit zusammengesetzten Zahlen als Nenner seltener
nicht als Summen dreier Stammbriiche darstellbar. Allerdings zeigt meine
Untersuchung nun, da A4 > 841 = 292 gilt, wihrend Webb hier nur A;4 >
353 erhalten hatte.

In der Tabelle sind die Werte fiir n in Restklassen modulo m eingeteilt,
jedes Kastchen enthilt eine Restklasse. Fiir m < 11 wurde n < 25 000, fiir
12 << 20 wurde n < 10 000 und fiir m = 20 wurde n < 9000 getestet. Es
wurden zunéchst mit Methoden aus Kapitel 4 Moduln bestimmt, fiir die 7*
mit diesen Methoden nicht bewiesen ist, dann wurden die Elemente dieser
Restklassen als Nenner n getestet.
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m
8 | 1,17,241 3,11,131
91,19 2,11 5
10 | 1,11,61,181 3,43 7,67
111 2 3 4,37
12 | 1,13,(25),37,73,97 5,29 7,31
193,433,577,1129,1657
1873,2521,2593,3433
10369,12049,12241
13 | 1,(14),53,79 2,67 3,211 () 5 7 281 | 61
14 | 1,29,(841) 3,17,59,353 | 5,19,257
15 | 1,(16),31,61 2,1747,(122) | (4,19 | (8),23,53
151,(226),271 | 137,197,1367 | (34),79 | 113,233
541,1171,4201 1103
16 | 1,17,(33),97 3,131 5,37 7,23 9,73 11 |13
113,193,241,257 421 167 (121)
577,593,641,769 2521
1201,1489,2113
2689,3169,3361
4801,4993,5281
17 | 1,11232,19,53 | 3,71 (4),157 | 5,73 (6),23 | 7,41 | (9),43 | 13
2081 | 281 | 421
18 | 1,19,37,73 5,23,41 7,61 11,29 13,31
109,181,379 59,113 223 47137 | 193
397,433,541 131,149 457 281,389 | 661
613,811,1009 239,599 821,011 | 1381
1297,2269 761 2819
19 | 1,229 [ 2,97 | 3,41 | (4),23 | 5,43 | (6),(82) | 7,(26) | (8),(46) | (10),29 [ 11 | 13
193 | 137 181 353
20 | 1,(21),41,61,(81) | 3,23,43 7,27)A7 ] (9),29 11
(121),181,241 83,103,163 | 67,107,127 | (69),89
401,421,601,641 | 223,383,503 | 167,347 149,(489)
761,1201, 1451 887,907 | 809
(1681),1801,2161 1607,2687 | 1049
2341,2521,2801 3467,4507
3121,4201,4801 4967
5441,5521,5641
6361,8167,8761
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Zusétzlich habe ich noch m = 23 und m = 29 fir 6 000< n < 9 500
untersucht. Hier habe ich nicht versucht, alle Werte fiir n zu finden, sondern
nur ein moglichst grofles n.

Damit erhidlt man als untere Schranken der \,,-Werte

m Am
8 241
9 19
10 | 181
11 37
12 | 12241
13| 281
14 | 841
15 | 4201
16 | 5281
17 | 2081
18 | 2819
19 | 353
20 | 8761
23 | 6947
29 | 8269

Man kann folgende Beobachtungen festhalten und vermuten, da§ dies auch
fiir grofere Zéhler m gilt.

e Es gibt Restklassen modulo m, die keine Nenner enthalten, welche
einen Bruch ergeben wiirden, der nicht aus N3 ist, und trotzdem konn-
te dies fiir die Restklassen mit Methoden aus Abschnitt 4.5 nicht be-
wiesen werden. Dies trifft auf die Restklassen 6 mod 11, 10 mod 13,
8,10,12 mod 17 und 12,16 mod 19 zu.

e Fiir Primzahlzéhler gibt es im allgemeinen weniger nicht als Summe
dreier dgyptischer Briiche darstellbare Zahlen als fiir zusammengesetz-
te Zahler und Ay, ist kleiner. Jedoch gibt es mehr Restklassen, die n
mit T & N3 enthalten, und die n-Werte sind in der Tabelle auf diese
Restklassen ziemlich gleichméfBig verteilt.

e Falls m zusammengesetzt ist, gibt es weniger Restklassen, die Nenner n
enthalten, welche nicht darstellbare Briiche ergeben. Insbesondere die
Restklasse kongruent 1 modulo m enthilt viele solche n, und insbe-
sondere die grolen Werte von n befinden sich oft in dieser Restklasse.
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e zusammengesetzte Nenner liefern seltener nicht darstellbare Briiche.

Fiir einen Bruch ist es daher vorteilhaft, einen Primzahlzihler und einen
zusammengesetzten Nenner zu haben, wenn er in die Summe von Stamm-
briichen zerlegt werden soll.

6 SchluSbemerkung

Hiermit beende ich nun meine Arbeit. Leider ist es mir nicht gelungen, eine
der Vermutungen, die im Zusammenhang mit &gyptischen Briichen noch
bestehen, zu beweisen oder zu widerlegen.

Ich habe mich bemiiht, die Darstellung eines Bruches als Summe zweier oder
dreier Stammbriiche systematisch zu untersuchen und nicht durch Probie-
ren lediglich Ergebnisse fiir einzelne Zdhler m zu erhalten. Daher liefert
meine Arbeit eher Methoden als konkrete Ergebnisse fiir konkrete m. Man
hétte zum Beispiel in Kapitel 4 nur die Kongruenzen, die man tatséchlich
benotigt, herleiten und beweisen kénnen. Stattdessen habe ich versucht zu
zeigen, wie man Kongruenzen systematisch entwickeln kann. Ich wiirde nicht
ausschlieflen, dafl man mit meinen Methoden, wenn man sie weiter fortfiihrt,
nicht vielleicht doch noch neue Erkenntnisse {iber Stammbriiche bekommen
konnte.
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